Ministerul Educatiei, Cercetarii, Tineretului si Sportului
Societatea de Stiinte Matematice din Romania

Olimpiada Nationala de Matematica

Etapa Judeteana si a Municipiului Bucuresti, 10 Martie 2012

CLASA a X-a

Problema 1. Fie f:[0,00) — R o functie cu proprietatea

[f(x) = f(y)] < [sinz —siny],

pentru orice z,y € [0,00). Demonstrati ca f este marginita si periodica, iar
functia g : [0,00) — R definita prin g(x) = = + f(z) este monotona.

Problema 2. a) Determinati toate solutiile reale ale ecuatiei 2* = x+41;
b) Se considera functia f : R — R astfel incat

f(f(x)) =27 -1,

pentru orice x € R. Demonstrati ca f(0) + f(1) = 1.
Gazeta Matematica

Problema 3. Fie sirul de numere naturale (a,),>1 astel incat a, < n,
pentru orice n > 1 si

pentru orice n > 2.
a) Aflati as.
b) Determinati termenul general al sirului (ay)n>1 In functie de n € N*

Problema 4. Fie a si b doua numere rationale astfel incat numarul
complex z = a + @b sa aiba modulul 1.

Aritati cd modulul numarului complex z, = 1+ 2+ 224 - + 2" ! este
un numar rational pentru orice n impar.

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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CLASA a X-a
Solutii si bareme orientative

Problema 1. Fie f:[0,00) — R o functie cu proprietatea

[f(x) = f(y)] < [sinz —siny],

pentru orice z,y € [0,00). Demonstrati ca f este marginita si periodica, iar
functia g : [0,00) — R definita prin g(x) = z + f(x) este monotona.

Solutie. Alegand, de exemplu, y = 7, obtinem |f(x)| —|f(7)| < |f(x) —
f(m)| < |sinz| < 1, deci pentru orice = € [0,00) avem |f(x)| < |f(7)| + 1.
Agadar f este marginita......... .. ... i i 2 puncte

Mai mult, pentru y = x + 27 avem

|f(x) — f(x +27)| < |sinz —sin(z + 27)| =0,

deci f are perioada 27. .. ... 1 punct
Din |sinz| < |z|, deducem |f(z) — f(y)| < |z —y|. ..o, 1 punct
Ultima inegalitate conduce la
1< f(@) — fly) <1 sau 0 < x+f(ﬂﬂ)—y—f(y)7
=Yy =Yy
ceea ce este echivalent cu g crescatoare........................... 3 puncte

Problema 2. a) Determinati toate solutiile reale ale ecuatiei 2* = z+1;
b) Se considera functia f : R — R astfel incat

f(f(x)) =27 -1,

pentru orice z € R. Demonstrati ca f(0) + f(1) = 1.
Gazeta Matematica

Solutie.

a) Observam ca z =0 sgi x = 1 sunt solutii..................c.oii... 1p
Ecuatia 2* = x + 1 are cel mult doua solutii deoarece grafic acestea

reprezinta intersectia graficului unei functii convexe cu o dreapta ...... 2p

b) Din f(z) = f(y) deducem f(f(x)) = f(f(y)) deci 2* = 2Y. adica x =y,

prin urmare f este injectiva. ...... ..ot 1p
Avem f(2* —1) = 2f(@) _ 1, pentruoricez € R................ 1 punct

Cum f(0) si f(1) sunt solutiile ecuatiei 28 — 1 = ¢, avem f(0), f(1) €
{0,1} iar din injectivitatea functiei f avem c& f(0) + f(1) = 1....2 puncte



Problema 3. Fie sirul de numere naturale (a,)n>1 astel incat a, < n,
pentru orice n > 1 si

pentru orice n > 2.
a) Aflati as.
b) Determinati termenul general al girului (a, ), In functie de n € N*
Solutie.
Evident a; =1
Din relatia cos "% + cos 752 = 0 se obtinem ag =2 ........... 2 puncte
Prin inductie presupunem ca a; = k,k = 1,n — 1 si din ipoteza obtinem

Ta wk
cos —— = — Z cos
n+1 n+1
k=1
................................................................... 1 punct
Consideram umarul z = cos % + i sin nLH Avem
z—2" 142
2+ 22484+ 4= = .
1—=z 1-=2
................................................................... 1 punct
Deoarece z = % obtinem ca
I+z\  1+=z
1—2z) 1=z
deci Re }f; =0, adica
- wk
Z cos 1= 0
Pt n +
Atunci
Tag ™
cos = cos
n+1 n+1
Deoarece a, <nrezultd ap =mn ...ooviiiiii 3 puncte

Observatie. Se acorda 3 puncte pentru orice modalitate de calcul a

sumei Y 7] cos anl

Problema 4. Fie a i b doud numere rationale astfel Incat numarul
complex z = a + ib sa aiba modulul 1.

Aritati cd modulul numarului complex z, =1+ 2+ 224 -+ + 2" ! este
un numar rational pentru orice n impar.

Solutie. Fie z = cost +isint, t € [0,27),sint,cost € Q. Pentru z =1
concluzia este triviala.



Daca z # 1 avem

2 n—1 2" -1
lzn| =1+ 24+ 2"+ + 2" =
z—1
.................................................................. 2 puncte
Pentru n = 2k +1 € N avem
2" -1 ‘ sin Lk;'l)t
1|~ int
z—1 sin 5
.................................................................. 2 puncte
sin (2Rt .
Réméane sa ardtdm ca x, = ——F— este numar rational.

Avem zp11 — xp = 2cos(k+ 1)t cu g = 1 € Q. Cum cos(k + 1)t =
Re 21 = Re (a + ib)**! € Q, prin inductie rezulta z; € Q pentru orice
k€ N 3 puncte
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CLASA a XI-a

Problema 1. Pentru un numar real a > 1 dat, consideram sirul
(n)n>1 definit prin 21 = a si

T+ To+ + Tptl = 122 Tt

pentru orice n > 1. Aratati ca sirul este convergent si determinati limita sa.
Gazeta Matematica

Problema 2. Fie matricele patrate A, B de ordin 3 cu elemente numere
reale astfel incat AB = Os.

a) Demonstrati ca functia f : C — C data de f(z) = det(A%2+B?>+2BA)
este polinomiala de grad cel mult 2.

b) Demonstrati ca det(A? + B?) > 0.

Problema 3. Fie n € N* gi matricile A, B € M, (C) cu proprietatea
ci A-B?>=A-B.

a) Aratati ca matricea I,, + B este inversabila,

b) Aratati ca AB = BA.

Problema 4. O functie f : R — R are proprietatea F daca pentru
orice a € R exista un interval (b,a) astfel incat pentru orice = € (b,a) sa
avem f(z) < f(a).

a) Dati un exemplu de functie cu proprietatea F nemonotona pe R.

b) Aratati ca daca f este continua si are proprietatea F, atunci f este
crescatoare.

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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CLASA a XI-a SOLUTII SI BAREMURI ORIENTATIVE

Problema 1. Pentru un numar real ¢ > 1 dat, consideram sirul
(Tn)n>1 definit prin 1 = a si

T+ T2+ + Tpp1 = T122 - Ty,

pentru n > 1.
Aratati ca sirul este convergent si determinati limita sa.
Gazeta Matematica

Solutie. Prin inductie demonstram ca z, > 0 §i 21 - x2--- 2, > 1 (De
exemplu, folosim ipoteza de inductie P(n) : z1,...,x, > 0,z122 - - - 2y, > 1).

Din inegalitatea mediilor avem

S|=

T1x2 Ty > n(x1x2- - Tp) ",

L v ~ .
de unde x1x9 - --x, > nr-1, aceasta atragdnd lim xix9- -2, = 00
n—oo
.............................................................. 3 puncte

De aici

. . T1X2 " Tp—1
lim z, = lim
n—o0 n—0o0 1T " Tp—-1 — 1

.................................................................. 2 puncte

Problema 2. Fie matricele A, B € M3(R) cu AB = Os.

a) Demonstrati ca functia f : C — C data de f(z) = det(A%2+B?>+2AB)
este polinomiala de gradul cel mult 2.

b) Demonstrati ca det(A? + B?) > 0.

Solutie.

a) Cum det(AB) = 0 obtinem f(x) = det(A4% + B?) + ax + ba?.

.............................................................. 2 puncte

b) Dar f(i) = det(A? + B% +iBA) = det(A% + B? +i(BA — AB)) =
det(A 4 iB)det(A —iB). Deducem f(i) = f(—i) de unde a = 0.

.............................................................. 2 puncte

............................................................... 1 punct

Pe de alta parte f(1) = det(A? + B2+ AB + BA) = det(A + B)? > 0,
de unde det(A% + B?) + b > 0. Prin adunarea ultimelor inegalitéti obtinem
det(A? + B%) > 0.



............................................................. 2 puncte

Problema 3. Fien € N* si A, B € M,(C) cu proprietatea ci AB? =
A—B.

a) Aratati ca matricea I, + B este inversabila,

b) Aratati ca AB = BA.

Solutie. a) Din relatia data avem
AB* -~ AB+B+AB-A+1,=1,

ceea ce se scrie (AB—A+1,)[n+B)=1In...ccccocooiiiiii.. 3 puncte
b) Relatia de inversabilitate se scrie si (I, + B)(AB — A+ I,,) = I,, sau

BAB+ AB — BA = A — B, ceea ce se scrie AB> = BAB+ AB — BA adici

(AB—BA)(B—1,) =0pn (1) cevii 2 puncte
In mod analog se obtine relatia (AB + A+ I,,)(I,, — B) = I,, care atrage

din inversabilitate (I, — B)(AB + A + I,,) = I,, ce devine prin efectuarea

inmultirilor (AB — BA)(B+1,) =0, (2) cooovoiiii 2 puncte
Prin scaderea relatiilor (1) si (2) obtinem AB — BA = O,.

Problema 4. O functie f : R — R are proprietatea JF daca pentru
orice a € R exista un interval (b,a) astfel incat pentru orice z € (b,a) sa
avem f(z) < f(a).

a) Dati un exemplu de functie cu proprietatea F nemonotona pe R.

b) Aratati ca daca f este continua si are proprietatea F, atunci f este
crescatoare.

Solutie. a) Functia definita pe R prin f(z) =0 daca z # 0 i f(0) =1
este In F gi nu este monotona. ... 2 puncte

b) Sa presupunem ca f nu este crescatoare. Fie atunci z; < x9 astfel
incat f(x1) > f(z2). Consideram multimea

M ={x € (z1,22) | f(x) < f(22)}.

Din ipoteza M este nevida si evident marginita. Prin urmare exista a =
I V. 2 puncte
Din continuitate avem f(a) < f(2) «.ovvviiiiiiiiiiiii 1 punct
Daca a € (z1,22) exista b < a, b € (1, x2) astfel ca f(z) < f(a) < f(z2)
pentru orice x € (b, a), ceea ce contrazice alegera lui a. Rezulta a = x1, deci
f(z1) < f(x2), contradictie ..............coiiiiiii 2 puncte
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CLASA a XII-a

Problema 1. Fie a, b, c trei numere reale strict pozitive, distincte doua
cate doua. Sa se calculeze
t 1

li dx.
v o (@24 a?)(z?+b?)(22 + 3) v

Problema 2. Fie (A,+,:) un inel cu 9 elemente. Si se arate ca
urmatoarele doua afirmatii sunt echivalente:

(a) Pentru orice x € A\ {0} existd a € {—1,0,1} si b € {—1,1}, astfel
incat 22 + ax + b = 0.

(b) (A,+,-) este corp.

Problema 3. Fie G un grup finit cu n elemente gi e elementul sau
neutru. Sa se determine toate functiile f : G — N* care Indeplinesc simultan
urmatoarele doua conditii:

(a) f(x) =1 daca si numai daca = = e; si

(b) f(z*) = f(x)/(f(z),k), pentru orice divizor natural k al lui n, unde
(r, s) este cel mai mare divizor comun al numerelor naturale r si s.

Gazeta Matematica

Problema 4. Fie f:[0,1] — R o functie derivabila, astfel incat f(0) =
f(1)=0si|f'(z)| <1, oricare ar fi = € [0, 1]. S& se arate ca

/01 Ft)dt

< 1/4.

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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CLASA a XII-a — Solutii si barem orientativ

Problema 1. Fie a, b, ¢ trei numere reale strict pozitive, distincte doua
cate doua. Sa se calculeze
t 1

li dz.
00 o (2 +a?) (22 + b2) (22 + 2) v

Solutie. Din

t 1 1 t 1 1
/ dz = / — dz
0 (12 + a2)(x2 + b2) b2 _ CL2 0 1-2 + CL2 932 + b2

1 1 t 1 t
= m g arctan a — E arctan B
t—o00 1 K
ab(a +b) 2’
................................................................ 4 puncte

rezulta ca

/t L dx =
o (22 +a?)(x? + %) (22 + 2)
L </t L dx — /t L da:) oy
2 —a? \ Jy (224 a?)(2? + b?) 0 (@2 +0%) (224 2)
T
2

1 11 N7 _ atbte
2 —a? \abla+b) be(b+c)) 2 abcla+b)(b+c)ic+a)

Problema 2. Fie (4, +,-) un inel cu 9 elemente. Sa se arate ca urmatoarele
doua afirmatii sunt echivalente:

(a) Pentru orice z € A\ {0} existd a € {—1,0,1} si b € {—1,1}, astfel
incat 22 +azx +b=0.

(b) (A,+,-) este corp.
Solutie. Aratam ca prima afirmatie o implica pe a doua. Fie x € A\ {0}

si a, b cu proprietatea din enunt,. Intrucat ax = xa, rezulta ca x(x + a) =
(x +a)xr = —b € {—1, 1}, deci z este inversabil gi prin urmare A este corp.

Ariitim ¢ a doua afirmatie o implici pe prima. Intrucat A nu are divizori
ai luizerogi (1+1+1)(14+1+1)=0, rezultaca 1+1+1=0.



Fie z € A\ {0}. Daca 2% = +1, atunci 22 — 1 = 0 sau 2 + 1 = 0, deci z are
proprietatea din enunt.

Daca x? # 41, tinand cont de faptul ca (A*,-) este grup cu opt elemente,
rezulti ci (z2 — 1)(z2 + 1)(z? + 1) = 28 — 1 = 0, deci z* +1 = 0. Intrucat
4l =at+4 = (22422 - (22)? = (2> — 22+ 2)(2® + 22 + 2) =
(22 +x—1)(2? -2z —1), rezultici 2’ +r —1=0sau z? — 2 — 1 =0.

Problema 3. Fie G un grup finit cu n elemente si e elementul sau neu-
tru. Sa se determine toate functiile f : G — N* care indeplinesc simultan
urmatoarele doua conditii:

(a) f(x) =1 daca si numai dacd = = e si

(b) f(2*) = f(z)/(f(x),k), pentru orice divizor natural k al lui n, unde
(r,s) este cel mai mare divizor comun al numerelor naturale r si s.

Solutie. Fie z un element al lui G si ord z ordinul sau. Intrucast ord z divide
pe n, rezultd ci 1 = f(e) = f(x°"4®) = f(2)/(f(z),ord z), deci f(z) este un
divizor al lui ord z.

Deci f(z) divide pe n, de unde f(z/®) = f(z)/(f(x), f(z)) = 1 si prin
urmare z/(*) = e. Rezulti ci ord z este un divizor al lui f(z), deci f(z) =
ord z.

Reciproc, aratam ca functia f : G — N*| f(z) = ord x, indeplinegte conditiile
din enunt. Fie z un element al lui G, m = ordx, k € N*, p = ord2* i
d = (m, k). Intrucat (z¥)™/@ = (z™)#/4 = ¢, rezulti ci p divide pe m/d.

Pe de altd parte, 2*P = (;ck)p = e, deci m divide pe kp si prin urmare m/d
divide pe (k/d)p. Numerele m/d si k/d fiind coprime, rezulta ca m/d este
un divizor al lui p, deci p = m/d.

Problema 4. Fie f : [0,1] — R o functie derivabila, astfel incat f(0) =
f(1) =05l |f'(z)| <1, oricare ar fi = € [0, 1]. S& se arate ca

/01 (1) dt

< 1/4.




Solutie. Fie t € (0,1). Aplicand teorema lui Lagrange functiei f pe in-
tervalele [0,t] si [t,1], rezulta ca |[f(¢)/t] < 1si [f(t)/(1 —¢)] < 1, deci
|f(#)] < min(¢,1 —t), oricare ar fi t € [0, 1].

Prin urmare,

‘Avmm

1 1/2 1
< [is@nae= [ \f(t)!dt+/1/2|f(t)!dt

1/2 1
g/)t&+/(L%NhﬂM4ﬂ
0 1/2
................................................................ 3 puncte
Egalitatea in (*) ar forta |f(t)| = ¢, pentru 0 <t < 1/2,si |[f(t)| =1—1¢
pentru 1/2 <t¢ < 1. Cum f(1/2) = £1/2 si f este derivabila in 1/2, rezulta
f derivabila in 1/2; contradictie. .......... ... ..ol 1 punct
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CLASA a IX-a

Problema 1. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia
[2]° + {x}° = 25.

Nota: prin [z] si {x} se noteazd partea intreaga, respectiv partea fractionard
a numarulut real x.

Problema 2. Demonstrati ca, daca a, b, ¢ sunt numere reale strict po-
zitive, atunci

a b c
2a+b+c+a—|—2b+c+a+b+2c

3
< -.
!

Gazeta Matematica

Problema 3. Un cerc care trece prin varfurile B si C' ale unui triunghi
ABC taie din nou laturile (AB) si (AC) in N, respectiv M. Luam punctele
P € (MN), Q € (BC) astfel incat unghiurile Z/BAC si ZPAQ sa aiba
aceeasi bisectoare.

a) Aratati ca

PM QB
PN QC’
b) Aratati ca mijloacele segmentelor (BM), (CN), (PQ) sunt coliniare.

Problema 4. Un sir (a,),>1 de numere naturale este crescator, necon-
stant si are proprietatea: a, divide n?, oricare ar fi n > 1. Aritati ci una
dintre urmatoarele afirmatii este adevarata:

e existd un numar natural ny astfel Incat a,, = n pentru orice n > nq;

e existd un numar natural ng astfel incat a, = n? pentru orice n > ns.

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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CLASA a IX-a — Solutii si barem orientativ

Problema 1. Rezolvati in multimea R ecuatia [2]° + {z}® = 2°.

Solutie. Observam ca, daca {z} = 0, atunci ecuatia este verificata. ............. 2p

De asemenea, ecuatia este verificata in cazul cand [z] =0. ............. ... ... 2p

Pentru {z} # 0 ecuatia este {z}° = (x — [z])(z* + 2®[x] + 2%[z]® + =[z]® + [z]P),
adica {x}* = 2* + 23[x] + 22[z]? + z[z]® + [2]*. Daca [z] # 0, atunci membrul drept
din ultima ecuatie este suma dintre [z]* si patru termeni pozitivi, deci este mai mare
decat 1, iar membrul stang este mai mic decat 1, ceea ce arata ca in acest caz nu exista

solutii. Asadar, multimea solutiilor este [0, 1] UZ. ..., 3p
Problema 2. Demonstrati ca, daca a, b, c sunt numere reale strict pozitive, atunci

a + b + c <3

2a+b+c a+2b+c at+b+2¢c — 4°
Solutie. Notam S = @ 4 D4 Coovvvii 1p
MembrulsténgesteSLM+SLM+SL+C:3—S<SLM+S#%+S#+C> ................. 2p
Inegalitatea devine 45 (Sia + SLH) + S«lkc) > 1p

Deoarece 45 = (S4+a)+ (S+b) + (S+c¢)si (z+y+ 2) (% +1i4 %) > 9 pentru orice
x,y,z > 0, inegalitatea este demonstrata............ ... ... i 3p
Problema 3. Un cerc care trece prin varfurile B gi C' ale unui triunghi ABC taie
din nou laturile (AB) si (AC) in N, respectiv M. Luam punctele P € (MN), Q € (BC)
astfel Incat unghiurile /BAC i ZPAQ sa aiba aceeasi bisectoare.
a) Aratati ca &5 = — Q5

b) Aratati cd mijloacele segmentelor (BM), (CN), (PQ) sunt coliniare.
Solutie. a) Din ipoteza reiese ZAMP = ZABQ si ZM AP = /BAQ, deci AAPM ~

AAQB, de unde ]\é[g = ﬁg, analog ](\,% = % ...................................... 2p
Prin impartire obtinem concluzia............ ... 1p

b) Fie M2 — B9 _ . Avem AP — L AM + £ AN, AQ = L AB + £ AC 1
) Fie ac vem AP = g AM + g5 AN, AQ = g AB + 15 AC. 1p

= —

Pentru mijlocul S al segmentului (BM) avem AS = %(AB + AM); analog pentru
mijloacele T, Ujle segmﬁcelor (C’N ), respectiv (PQ) ... ..o 1p
Deducem AU = k+1AS + k_"f_lAT de unde concluzia ............... .. ... 2p

Problema 4. Un sir (ay),>1 de numere naturale este crescator, neconstant si are
proprietatea: a, divide n?, oricare ar fi n > 1. Aratati ci:

— fie exista un numar natural n, astfel incat a,, = n pentru orice n > nq;

— fie existd un numar natural ny astfel incat a, = n? pentru orice n > na.

Solutie. Deoarece sirul este neconstant, exista ng astfel incat a,, > 1 pentru n > ny.
Astfel, daca p > ng este un numar prim, atunci a, = p sau a, = P2 1p

In cazul cand a, < n pentru orice n, luand un numar prim p > ng obtinem a, = p.
Rezulta apoi inductiv ca a, = n pentrun > p : daca a, =n, atuncin+1 > apy1 > n
st any1 | (n+1)? implicd a,+1 = n + 1. Asadar, in acest caz putem luan; =p..... 3p

Rimane cazul cand existi m € N* astfel incat a, > m. In acest caz, deoarece
m+1 J/m? (deoarece m +1 | m? — 1, m+1 > 1 iar m? si m? — 1 sunt prime intre ele)
rezulta ca a,, 2 m+ 2, deci a1 > m+ 1. Continuand inductiv ob‘glnem an > n pentru
orice n > m. In partlcular luand un numar prlm p > m obtinem ap = p Rezulta apoi
inductiv c a, = n? pentru n > p : daci a,, = n?, atunci a,,; > n? > (n +1)? (ultima
inegalitate fiind valabild deoarece n > p > 3) si api1 | (n+1)32 implicé ane1 = (n+1)%
Agadar, In acest caz putem IUa 79 = P vt e 3p
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