Ministerul Educatiei, Cercetarii, Tineretului si Sportului
Societatea de Stiinte Matematice din Romania

Olimpiada Nationala de Matematica

Etapa Judeteana si a Municipiului Bucuresti, 10 Martie 2012

CLASA a V-a

Problema 1. Aflati numerele de trei cifre care se micgoreaza de noua
ori daca li se sterge cifra din mijloc.
Gazeta Matematica

Problema 2.

a) Care puteri ale numarului 2 se scriu cu patru cifre (in baza 10)?

b) Fie n numar natural nenul. Aratati ca exista cel putin trei puteri a
lui 2 care se scriu cu n cifre (in baza 10).

Problema 3. Se considera 51 de numere naturale pare. Demonstrati
ca putem alege doua dintre acestea cu proprietatea ca produsul dintre suma
si diferenta lor este divizibil cu 400.

Problema 4. Intr-o cutie se afli 36 de bile numerotate de la 1 la 36.
Ton incearca sa elimine bilele din cutie, in etape. Fiecare etapa consta in
urmatoarea succesiune de operatii:

e Ion extrage la intamplare patru bile din urna.

e Ion elimina cate doua bile dintre cele patru daca diferenta numerelor
inscrise pe acestea se divide cu 3.

e Jon reintroduce in urna bilele care nu au fost eliminate.

a) Aratati ca, in fiecare etapa, Ion poate elimina cel putin doua bile.

b) Aratati ca, dacad in cutie raméan numai patru bile, atunci Ion le poate
elimina pe toate.

Timp de lucru 2 ore. Se acordad in plus 30 de minute pentru intrebari.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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SOLUTII ST BAREME ORIENTATIVE — CLASA a V-a

Problema 1. Aflati numerele de trei cifre care se micgoreaza de noua
ori daca li se sterge cifra din mijloc.

Solutie. Fie abc un numir cu proprietatea din enunt. Avem abc = 9-ac.

................................................................... 1p
Se obtine 10 (a + b) = 8c.
................................................................... 2p
Convine doar ¢ = 5.
................................................................... 2p
Rezulta a + b = 4, deci numerele cautate sunt 135, 225, 315 si 405.
................................................................... 2p

Problema 2.

a) Care puteri ale numarului 2 se scriu cu patru cifre (in baza 10)?

b) Fie n numar natural nenul. Aratati ca exista cel putin trei puteri a
lui 2 care se scriu cu n cifre (in baza 10).

Solutie. a) Puterile sunt 1024, 2048, 4096, 8192.

................................................................... 3p

b) Aratam ca exista o putere a lui 2 cu n cifre. In caz contrar, existd p €
Ncu?2P < 10! < 10" < 2P*1. Din ultima inegalitate rezults 5-10"~1 < 27,
ceea ce conduce la 5- 1071 < 2P < 10", fals.

................................................................... 1p
Fie acum a = 2™ prima putere a lui 2 scrisa cu n cifre. Observam ca
prima cifrd a numarului a este 1, altfel @ > 2- 107! si 5= om—1 > 1071
este o putere mai mica a lui 2 scrisa tot cu n cifre.
................................................................... 2p
Prin urmare a < 2-10""1, 24 < 4- 10" ! si 4a < 8 - 10! < 107, adici

2m omtl o 9Mm+2 qunt trei puteri ale lui 2 cu n cifre.



Problema 3. Se considera 51 de numere naturale pare diferite doua
cate doua. Demonstrati ca putem alege doua dintre acestea cu proprietatea
ca produsul dintre suma si diferenta lor este divizibil cu 400.

Solutie. Prin impartirea unui numar par la 100 se poate obtine unul
din urmatoarele 50 de resturi: 0, 2, 4, ..., 98
.................................................................... 1p
Din cele 51 de numere, doua dau acelasi rest la impartirea prin 100; fie
acestea a si b
................................................................... 2p
Considerand a = 100k + 2r si b = 100p + 27, unde k,p € N, k > p, si
r€{0,1,2,...,49} , obtinem a —b = 100 (k — p) si a+b =4 (25k + 25p + 1),
de unde rezulta ca (a — b) (a 4 b) este divizibil cu 400
................................................................... 4p
Problema 4. Intr-o cutie se afli 36 de bile numerotate de la 1 la 36.
Ion incearca sa elimine bilele din cutie, in etape. Fiecare etapa consta in
urmatoarea succesiune de operatii:

e Ion extrage la intamplare patru bile din urna.

e Jon elimind cate doua bile dintre cele patru daca diferenta numerelor
inscrise pe acestea se divide cu 3.

e Jon reintroduce In urna bilele care nu au fost eliminate.
a) Aratati ca, in fiecare etapa, Ion poate elimina cel putin doua bile.

b) Aratati ca, dacad in cutie raméan numai patru bile, atunci Ion le poate
elimina pe toate.

Solutie. a) Resturile la impartirea cu 3 sunt 0, 1 gi 2. Date fiind patru
numere naturale, doua dintre acestea vor avea acelasi rest la impartirea cu
3, deci vor avea diferenta divizibild cu 3. Cu alte cuvinte, Ion elimina cel
putin doua bile.

................................................................... 3p

b) Grupam bilele in trei multimi, in fiecare multime fiind bilele avand
numerele cu acelagi rest la impartirea cu 3 — {3,6,...,36}, {1,4,---,34},
{2,5,---,35}.

................................................................... 1p

La fiecare etapa se elimina doua sau patru bile avand numerele din
aceeasi multime.

................................................................... 1p

Cele patru ramase pot fi toate din aceeasi multime sau doud perechi din
multimi diferite.

................................................................... 1p

Ton grupeaza ultimele patru bile extrase in cate doua perechi de bile cu
numere din aceeasi multime, eliminandu-le astfel pe toate.
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CLASA a VI-a

Problema 1. Pe dreapta d se considera punctele diferite A, B, C, D, E
astfel incat [AB] = [BC| = [CD] = [DE]. Fie M un punct exterior dreptei
d astfel incat distanta de la punctul B la dreapta M A este egald cu distanta
de la punctul D la dreapta M FE. Aratati ca distantele de la punctul C la
dreptele M A si M E sunt egale.

Problema 2. Pentru fiecare numar natural n notam cu s(n) suma
cifrelor sale. Fie ¢ un numar natural cu 2012 cifre, care este divizibil cu 9.
Aratati ca numarul s (s (s (a))) este patrat perfect.

Gazeta Matematica

Problema 3. In sala de sport se antreneazi mai multi copii, fete si
baieti. Numarul fetelor este de doua ori mai mare decat numarul baietilor.
Pentru un exercitiu demonstrativ, antrenorul alege la intamplare doi copii.
Probabilitatea de a alege un baiat si o fata este de sase ori mai mare decat
probabilitatea de a alege doi baieti. Aflati cati copii sunt in sala de sport.

Problema 4. O multime A de numere naturale nenule se numeste
primara daca diferenta oricaror doua elemente ale sale este divizibila cu 3
sau cu 9.

a) Dati exemplu de o multime primara cu 4 elemente, care contine ele-
mentele 2 gi 2012.

b) Aratati ca suma elementelor unei multimi primare cu 15 elemente este
multiplu de 3 sau de 5.

Timp de lucru 2 ore. Se acordad in plus 30 de minute pentru intrebari.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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SOLUTII ST BAREME ORIENTATIVE — CLASA a VI-a

Problema 1. Pe dreapta d se considera punctele A, B, C, D, E astfel
incat [AB] = [BC] = [CD] = [DE]. Fie M un punct exterior dreptei d
astfel incat distanta de la punctul B la dreapta M A este egala cu distanta
de la punctul D la dreapta M E. Aratati ca distantele de la punctul C la
dreptele M A si M E sunt egale.

Solutie. Fie P gi ) picioarele perpendicularelor duse din B si D pe
MA, respectiv M E. Triunghiurile ABP si ED(Q sunt congruente (cazul

I.C.), deci MAB = MED.

................................................................... 2p
Fie R si S proiectiile lui C' pe M A si M E respectiv.
................................................................... 1p
Triunghiurile RCA si SCE sunt congruente (cazul 1.U.).
................................................................... 3p
Rezulta cd CR = C'S, ceea ce trebuia demonstrat.
................................................................... 1p

Problema 2. Pentru fiecare numar natural n notam cu s(n) suma
cifrelor sale. Fie ¢ un numar natural cu 2012 cifre, care este divizibil cu 9.
Arétati ca numarul s (s (s (a))) este patrat perfect.

Solutie. Numarul s (a) este divizibil cu 9 si este cel mult egal cu
9-2012 = 18108.

................................................................... 3p

Cum s (a) are cel mult 5 cifre, rezultd ca numarul s (s (a)) este divizibil
cu 9 si este cel mult egal cu 45.

................................................................... 2p
Observatie. In lipsa altor realizari, pentru mentionarea faptului ca

daca un numar este divizibil cu 9, atunci suma cifrelor este divizibila cu 9
se acordd 1 punct, iar pentru deducerea faptului ca s(s(s(a))) se divide
cu 9 se acorda 2 puncte. Aceste punctaje nu se cumuleaza.

Problema 3. In sala de sport se antreneaza mai multi copii, fete si
baieti. Numarul fetelor este de doua ori mai mare decat numarul baietilor.



Pentru un exercitiu demonstrativ, antrenorul alege la intamplare doi copii.
Probabilitatea de a alege un baiat si o fata este de sase ori mai mare decat
probabilitatea de a alege doi baieti. Aflati cati copii sunt in sala de sport.

Solutie. Fie n numarul baietilor si 2n numarul fetelor. Daca antrenorul
alege doi baieti, pe primul il alege dintre cei n, pe al doilea dintre cei n — 1
ramagi gi, cum fiecare grupa de doi baieti este astfel numarata de cate doua

ori, vom avea n(n—1) cazuri favorabile.
................................................................... 3p
Dacé antrenorul alege un baiat si o fatd, exista n - 2n = 2n? cazuri

favorabile.
................................................................... 2p
Numarul cazurilor posibile fiind acelagi — anume 3n(31; —1 — conditia

n(n —1)

din enunt, revine la 6 - = 2n2, de unde n = 3. In sala de sport se

afla 9 copii.
................................................................... 2p
Nota. Daca elevul precizeaza ca pentru ambele evenimente numarul

cazurilor posibile este acelasi, fard a-l calcula efectiv, el nu va fi depunctat.

Problema 4. O multime A de numere naturale nenule se numeste
primara daca diferenta oriciror doua elemente ale sale este divizibila cu 3
sau cu b.

a) Dati exemplu de o multime primara cu 4 elemente, care contine ele-
mentele 2 gi 2012.

b) Aratati ca suma elementelor unei multimi primare cu 15 elemente este
multiplu de 3 sau de 5.

Solutie. a) De exemplu A = {2,12,22,2012}.

.................................................................... 2p

b) Vom arata ca diferentele dintre elementele unei multimi primare sunt
toate divizibile cu 3 sau toate divizibile cu 5.

Presupunand contrariul, fie a < b < ¢ sunt trei elemente ale unei multimi
primare astfel incat 3 | b—a si 51 b—a, respectiv 5 | c—a si 3 1 c—a (celelalte
cazuri se trateaza analog).

.................................................................... 1p

Fie k,p € N astfel incat b — a = 3k si ¢ — a = bp; atunci ¢ — b = bp — 3k.
Daca 3 | ¢ — b, atunci 3 | p, de unde rezulta ca 3 | ¢ — a, fals; la fel, daca
5| c—b, atunci 5 | k, deci 5 | b — a, din nou fals.

Fie A = {a; < az < ... < ajs5} o multime primarad cu 15 elemente.

Daca toate diferentele dintre elementele lui A se divid cu 3, atunci as =
a1+ 3k1, az = a1 + 3ka, ..., a15 = a1 + 3k14, unde kq, ko, ..., k14 € N. Rezulta
cad ay + ag + ... + ai5 = 15a1 + 3 (k1 + ka2 + ... + k14) , care este multiplu de



Daca toate diferentele dintre elementele lui A se divid cu 5, atunci as =
ai + 5p1, a5 = a1 + 5p2, ..., ai5 = a1 + 5p14, unde p1,po,...,p14 € N. de
unde rezulta ca a1 + az + ... + a15 = 15a1 + 5 (p1 + p2 + ... + p14) , care este
multiplu de 5.
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CLASA a VII-a

Problema 1. Se considerd numere naturale impare a1, ao, ..., ap12-
. v v _ 2 2 2 . .
Demonstrati ca numarul A = \/a1 + a3+ -+ ajyy — 1 este irational.
Gazeta Matematicd

Problema 2. Se considera numerele reale strict pozitive a, b si ¢ cu
proprietatea ca a? + ab + ac — bc = 0.

a) Aratati ca daca doua dintre numerele a, b si ¢ sunt egale, atunci cel
putin unul dintre cele trei numere este irational.

b) Aratati ca exista o infinitate de triplete de numere naturale nenule
(m,n,p) cu proprietatea ca m? +mn +mp — np = 0.

Problema 3. Fie ABC un triunghi ascutitunghic. Se considera punctele
M,N € (BC),Q € (AB) si P € (AC) astfel incat M N PQ este dreptunghi.
Demonstrati ca daca centrul dreptunghiului M N P(Q coincide cu centrul de
greutate al triunghiului ABC atunci AB = AC' = 3AP.

Problema 4. Se considera patratul ABCD si punctul F pe latura
AB. Dreapta DE intersecteaza dreapta BC in punctul F, iar dreapta C'E
intersecteaza dreapta AF in punctul G. Demonstrati ca dreptele BG si DF
sunt perpendiculare.

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE — CLASA a VII-a

Problema 1. Se considera numere naturale impare a1, ao, ..., ap12-
. v v _ 2 2 2 _ . .
Demonstrati cd numéarul A = \/al +as + - -+ asyo — 1 este irational.

Solutie. Numarul A este rational dacd si numai daci numarul a2 +

a3 + -+ + a3ys — 1 este patrat perfect.
.................................................................... 1p
Patratul unui numar impar este de forma 4k + 1, cu k € N.
.................................................................... 2p
Suma a? + a3 + - - - + a5 este un multiplu de 4, deoarece 4 | 2012.
.................................................................... 2p

Atunci a? + a3 + - -+ + a3y — 1 este un numair impar de forma 4k + 3,
deci nu e patrat perfect.

Problema 2. Se considera numerele reale strict pozitive a, b gi ¢ cu
proprietatea ca a? + ab + ac — be = 0.

a) Aratati ca daca doua dintre numerele a, b gi ¢ sunt egale, atunci cel
putin unul dintre cele trei numere este irational.

b) Aratati ca exista o infinitate de triplete de numere naturale nenule
(m,n,p) cu proprietatea ca m? +mn +mp — np = 0.

Solutie. a) Observam ca relatia este simetrica in b si ¢, deci avem
dous cazuri: a = b sau b = c. Daca a = b relatia devine 2a? = 0, fals.

.................................................................... 2p

Dacé b = ¢, atunci a? + 2ab = b, de unde (a + b)? = 2b%. Rezulta
a+b=by2, deci a = b(v/2 — 1). Daca b este irational, el satisface cerinta.
Daca b este rational, atunci a este irational si cerinta este indeplinita.

.................................................................... 2p

b) Cautam triplete de forma (m,mu, mv), cu m, u, v numere naturale
nenule. Relatia se scrie 1 +u+v —uv =0sau (u —1)(v —1) = 2.

Luam v = 2, v = 3 gi obtinem tripletele (m,2m,3m), m € N* care
verifica cerinta.



Problema 3. Fie ABC un triunghi ascutitunghic. Se considera
punctele M, N € (BC), Q € (AB) si P € (AC) astfel incat M N PQ este
dreptunghi. Demonstrati ca centrul dreptunghiului M N PQ coincide cu cen-
trul de greutate al triunghiului ABC daca gi numai dacd AB = AC' = 3AP.

Solutie.  Fie D mijlocul laturii BC' si fie G centrul dreptunghiului
MNPQ. Din ipoteza rezulta ca punctele A, G, D sunt coliniare si AG =
2-GD.

.................................................................... 1p

Paralela din F la BC' intersecteaza segmentele AB, QM, PN si AC in
punctele B, R, S si F, respectiv. Atunci GE = GF i GR = GS, de unde
rezulta FR = SF.

Triunghiurile QRE si PSF sunt congruente — cazul L.U.L. Obtinem
/QFER = /PFS, de unde ZABC = ZACB si AB = AC.

Pe de alta parte, cum G este mijlocul lui PM, segmentul GF este linie
mijlocie in triungiul PMC, deci PF = FC.

.................................................................... 1p

Din teorema lui Thales, obtinem % = g—f = %, prin urmare AP =

PF = FC, deci AB = AC = 3AP.

Problema 4. Se considera patratul ABCD si punctul E pe latura
AB. Dreapta DFE intersecteaza dreapta BC in punctul F), iar dreapta CE
intersecteaza dreapta AF in punctul G. Demonstrati ca dreptele BG si DF
sunt perpendiculare.

Solutie. Notam AB = a, AE = zsifie P € (BC) astfel incat BP = x.
Din congruenta triunghiurilor ADE si ABP rezulta ca AP L DF.

.................................................................... 2p
. . : . AE AD
Triunghiurile AED si BEF sunt asemenea, deci BE — BEF’ de unde
pr ==
x
.................................................................... 2p
Aplicand teorema lui Menelaus in triunghiul ABF' cu transversala G —
E—C. obti AG BC EA z?
—C, obtinem —=—+ -—=——.
T GF FC EB a(a—1x)
.................................................................... 2p
BP 2 y
Cum —— = , rezulta BG || AP, de unde BG L DF.
BF  a(a—x)
.................................................................... 1p
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CLASA a VIII-a

Problema 1. Fie a si b doua numere reale strict pozitive diferite, cu
proprietatea ci numerele a — vab si b — v/ab sunt rationale. Aritati ci
numerele a si b sunt rationale.

Gazeta Matematica

Problema 2. Piramida VABCD are ca baza dreptunghiul ABCD, iar
muchiile laterale sunt congruente. Demonstrati ca planul (VCD) formeaza
unghiuri congruente cu planele (VAC) si respectiv (BAC) daca si numai
daca unghiurile <V AC si <BAC sunt congruente.

Problema 3. Fie numerele reale strict pozitive a, b, c. Determinati cel

mai mare numar intreg n cu proprietatea ca

1 N 1 n 1 > n ’
ar+b+c¢ a+br+c a+b+cx  a+b+c

pentru orice = € [0,1].

Problema 4. Se considera un tetraedru ABCD in care AD | BC si
AC 1 BD. Notam cu E gi F proiectiile punctului B pe dreptele AD si AC,
respectiv. Fie M mijlocul segmentului AB i fie N mijlocul segmentului
CD. Aratati ca MN 1 EF.

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE — CLASA a VIII-a

Problema 1. Fie a si b doua numere reale strict pozitive diferite, cu
proprietatea ca numerele a — vab si b — vab sunt rationale. Aratati ca
numerele a si b sunt rationale.

Solutie. Deoarece raportul a doud numere rationale este numar rational

a-va_Va(va-vi) s

si = = ———, rezulta ca existd q € Q astfel incat
b—Vab /b (\/1; _ ﬁ) Vb
Va = qvb.
.................................................................... 3p
Atunci b—Vab =b (1 — q) este numar rational, de unde, tinand cont ca
g # 1 (altfel am avea a = b), rezulta ca b este numar rational.

Problema 2. Piramida VABCD are ca baza dreptunghiul ABCD, iar
muchiile laterale sunt congruente. Demonstrati ca planul (VCD) formeaza
unghiuri congruente cu planele (VAC) si respectiv (BAC) daca si numai
daca unghiurile <V AC si <BAC sunt congruente.

Solutie. Fie S proiectia punctului D pe dreapta AC. Din DS1VO
si DSLAC rezulta DS 1(V AC), prin urmare proiectia pe planul (VAC) a
triunghiului VDC' este triunghiul V. SC.


User
Highlight


Fie u §i v masurile unghiurilor formate de planul (VCD) cu planele
(VAC) si respectiv (BAC). Avem echivalentele

aria[V'SC]  aria[COD]
U =10 <& Cosu=Cosv & =

aria[VDC|  aria[VDC]|
1
< aria[V.SC| = aria|[COD] < VO - CS = §AB - BC.

.................................................................... 2p

Din teorema catetei avem DC? = CS - CA. Cum DC = AB, rezulti
0S = 4L

- AC -

.................................................................... 1p

. B

In consecinta, u = v < VO-AB = %AC‘BC = g—j = é < VAC =
<IBAC, ceea ce trebuia demonstrat.

.................................................................... 2p

Problema 3. Fie numerele reale strict pozitive a, b, c. Determinati cel
mai mare numar intreg n cu proprietatea ca

1 1 1 n
+ + > )
ar+b+c¢ a+br+c a+b+cx  a+b+c

pentru orice z € [0,1].

Solutie. Pentru z = 1 obtinem de unde n < 3.

3 >_n_
a+b+c = a+b+c?

.................................................................... 2p
Vom arata ca numarul cerut este n = 3. Este suficient si aratam ca
F(x not > entru orice
@) = e Tattere Tatbrew S atbre P
z € [0,1]
.................................................................... 1p

Folosind inegalitatea dintre media armonica si media aritmetica a nu-
merelor ax +b+c¢, a+bxr +csi a+ b+ cx, rezultd ca E (x) > m.
.................................................................... 3p
Cum z € [0,1], rezultd x 4+ 2 < 3, de unde se obtine ci E (z) > —5—

pentru orice z € [0, 1].

Problema 4. Se considera un tetraedru ABCD in care AD L BC si
AB 1L CD. Notam cu E gi F proiectiile punctului B pe dreptele AD si AC,

respectiv. Fie M mijlocul segmentului AB si fie N mijlocul segmentului
CD. Aratati ca MN 1 EF.

Solutie. Deoarece AD este perpendiculard pe BC si pe BE, rezulta
AD1(BEC), de unde ADLCE. Analog obtinem DF | AC.

.................................................................... 2p

Fie {H} = CEN DF. Deoarece BH este intersectia planelor (BEC) si
(BFC), deducem ca BH 1 (ACD).



.................................................................... 2p
Rezulta ca proiectia @ a punctului M pe planul (AC'D) este mijlocul
segmentului [AH].

Cercurile ciecumscrise triunghiurilor AEF si BEF au centrele N i Q.
Cum linia centrelor este perpendiculara pe coarda comuna, avem N@Q 1 EF.
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