MINISTERUL

INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN OLT By | EDUCATIEL
’ CERCETARII

TINERETULUI

gimy | S SPORTULUI

OLIMPIADA DE MATEMATICA
FAZA LOCALA
18 februarie 2012
Clasaa-IX-a

SUBIECTUL 1
Sa se afle cel mai mic numar real x astfel Tncét [x] = —20{x}, unde [x] si {x} reprezinta partea
intreaga, respectiv partea fractionara a numarului x.

Prof. Manuela Stroie, prof. Iulian Stroie

SUBIECTUL 2
Fie A, ={xe R:|x—n|+|x+7] <2n}neR .
a) Sa se determine multimea A, .
b) Sa se determine A, NA, N..N A,
Prof. Aurelia Stanciu

SUBIECTUL 3
Fie a, b, ¢ numere reale pozitive , astfel incat a” +b° +c¢*> =6. Aratati ca :
! + ! + ! 21
1+ab 1+bc 1+ac
Prof. Florin Nicolaescu
SUBIECTUL 4

Triunghiul ABC are latura AB egala cu 1. Stiind ca unghiurile A si B au 15,
respectiv 60 de grade, determinati lungimile celorlalte laturi fara, a utiliza trigonometria.
G.M. (Supliment cu exercitii — Aprilie 2011)

NOTA :
Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp efectiv de lucru 3 ore.
Fiecare problema se noteaza cu puncte de la 0 la 7

Str. Ecaterina Teodoroiu nr. 8B,
230053, Slatina, jud. Olt

Tel: 0249 410927

Fax: 0249 412801
http//:isjolt.ot.edu.ro

e-mail: secretariat@isjolt.ot.edu.ro



MINISTERUL

INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN OLT @iy | EDUCATIEI
’ CERCETARII

TINERETULUI

T, I SI SPORTULUI

OLIMPIADA DE MATEMATICA
FAZA LOCALA
18 februarie 2012
Clasaa-X-—a

SUBIECTUL 1
Sa se rezolve ecuatia 4* +2-6" +9" +25" =2-10" +2-15"

Prof. Manuela Stroie, prof. Iulian Stroie

SUBIECTUL 2
Sa se rezolve ecuatia :

logl (x2 + 2)+ logl ﬂx| +1)+ (xz + 2)1og123 0
2 3
Prof. George Netu — Lic. “Tudor Vladimirescu”

SUBIECTUL 3

Fie a,be C astfel incata,be{ -1;1}s1 x, =a" +b",Vne N. Sa se arate ca

('x2n + x8n )('x3n + xSn ): ('xn + 'x7n )('x4n + x6n ) ’ pentru Orice ne N *
G.M. Nr 1/2011

SUBIECTUL 4

Daca a, b, ¢ sunt dimensiunile unui paralelipiped dreptunghic cu diagonala de
lungime 1, sa se arate ca :
alna+blnb+clnc+(a+b+c)ln(a+b+c¢)<0.

Prof. Florin Nicolaescu

NOTA :
Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp efectiv de lucru 3 ore.
Fiecare problema se noteaza cu puncte de la 0 la 7
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OLIMPIADA DE MATEMATICA
FAZA LOCALA
18 februarie 2012
Clasaa-XI—-a

SUBIECTUL 1
Fie matricea Ae M, (R) cu proprietatea A = 0,. Ardtatici A™" = 0,.

Prof. Manuela Stroie, prof. Iulian Stroie

SUBIECTUL 2

Fie A,Be M,(R) astfel incat det(A” + B2)=0. Si se arate cd det(A+B) = det A + det

Prof. Florin Nicolaescu
SUBIECTUL 3
Stiind ca exista , este finitd si nenula , sa se calculeze :

n

lim(a” n +b)m

n—oo

G.M. Nr. 2/ 2011

SUBIECTUL 4

Se considerd functia f:R\{-1}>R , f(x)=—F——
x"+2x+1

3
X

; aeR si sirul (a,) _ cu

n1
termenul general a, = £(1)- f(2)- f(3)-...- f(n)
a) Exprimati a, sub o forma mai simpla.

b) Calculati fim| ——+— 4+
(n+1)a,

n=e\ 2a, 3a,

Prof. Aurelia Stanciu

NOTA :
Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp efectiv de lucru 3 ore.
Fiecare problema se noteaza cu puncte de la 0 la 7.
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SUBIECTUL 1
Sase arate ca 2**+1 = 0 (mod 641).

Prof. Radulescu Valentin

SUBIECTUL 2
Sa se arate ca :
a) Pe multimea G = (-1 ; 1) se poate defini operatia algebrica
x+y
Xk y=
1+ xy
iar (G ; *) este un grup abelian .

b) Functiaf: (-1 ;1) > R, f(x)= 1n1+_x este un izomorfism intre grupul (G ; *)
—X

si grupul (R ; +).
¢) Grupul (G ; *) nu este izomorf cu grupul (R"; ).
skkk

SUBIECTUL 3
Fie f:R — R o functie continud cu proprietatea :

1
J.f(nax)dxzo , Vne N §l ae R".

Aratati ca f este identic nula.
Prof. Chirita Aurel C.N.I.Minulescu

SUBIECTUL 4

o
1
Sa se calculeze : dx
£1+sin VX +cosvx

G.M. Nr. 4/2011
NOTA :
Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp efectiv de lucru 3 ore.
Fiecare problema se noteaza cu puncte de la 0 la 7.
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OLIMPIADA DE MATEMATICA

FAZA LOCALA
18 februarie 2012
Clasaa-IX-a
BAREM DE CORECTARE
SUBIECTUL 1
0 < {x}<1= -20{x}e (-20,0]= [x]e (- 20,0] 2p
Un numar real este cu atdt mai mic cu cit are partea 2p
intreagd mai mica. Obtinem [x] =-19
-19=-20{x}= {x}=0,95 Ip
x=[x]+{x}= x=-18,05 2p
TOTAL 7p
SUBIECTUL 2
a) Pentru n=0 obtinem 4, ={xe R:|x/+|x < 0}={0} lp
Pentrun<0, = A, =¢ Ip
Pentrun> 0, avem : Daca x<-n =-Xx+n—x—-n<2n =x>-n; deci X =-n Ip
Dacd xe (-m;n) = -x+n+ x+n<2n, adevarat Ip
Daca x>n = x—n+x+n<2n = x<n = X=n Ip
Obtinem A, =[-n;n] Ip
b) Avem [-1;1]n[-2:2]N....A[-100;100] = [- 1:1] lp
TOTAL 7p
SUBIECTUL 3
Din inegalitatea Cauchy — Buniakowsky avem :
2 2 3
(t+u)[x—+y—j2(x+y)2 P
I u
2 2 2 1
Sau pentru t +u > 0, obtinem : x—+y—2(x+y) P
I u [+u
Folosind aceasta inegalitate avem :
2
S NS B 2 RN S 9 _ 3p
l+ab 1+bc 1+ac 1+ab+1+bc l1+ac 3+ab+bc+ac 3+a’>+b*> +c’
TOTAL Tp
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SUBIECTUL 4
B
C
E
A D

Construim pe dreapta BC , in acelasi semiplan cu C fata de AB , punctul | 1 p
D astfel ca m(<BAD) = 60°. Atunci triunghiul ABC este echilateral si
avem AD=BD=AB=1

Fie E mijlocul lui (BD) . BE =ED = %;AE 1 BD si m(<BAE) = m(<DAE) Ip

= 30° = (AC este bisectoarea unghiului BAE.

. . . BC _AB BC AB 1p
Dln teorema blSCCtoarel ,avem —=— = =
CE AE BC+CE AB+ AE
1
CumAE=§:>BC=2-J§ P
- 1
Cum CE = BE - BC :CE:\/g(zT\/g) P
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Jolv3-1) |2p
2

Aplicand teorema lui Pitagora in triunghiul ACE, obtinem AC =

TOTAL 7p
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OLIMPIADA DE MATEMATICA
FAZA LOCALA
18 februarie 2012
Clasaa-X-a
BAREM DE CORECTARE

SUBIECTUL 1

RV +B ) +5 ) +2.273 —2.2.57—2.3".5* 2p
2 +3 =5 ) =0= 2" +3" =5* =0 2p
2p
( j ( j =1 are solutie unica
1p
TOTAL 7p
SUBIECTUL 2
X42>2; VxeR = log, (x> +2)<log, 2=-1 1p
2 2
|x|+121;VxeR: logl(]x|+1)310g1120 Ip
3 3
o logl(x2+2) 1 P
Avem (x +2)lg' =3 >
Functia 3* este strict crescatoare si log, (x2 +2)s -1,
2
logl (x2+2) 2 p
rezultd 3¢ <37 = 3
Deci :
2 2 2 log, 3 1 2 1 p
log, (x> +2)+log, (+1)+ (x> +1)+ (x> +2)™ s—1+0+§:—§< 0
2 3
In concluzie , ecuatia dati nu are solutii lp
TOTAL 7p
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Clasaa-X-a
BAREM DE CORECTARE
SUBIECTUL 3
Fie S =(x,, +x,, )x;, +x5,)= (az” +b> +a* +b8”)-(a3” +b" +a™ +b5”) si Ip

D:(.x”+x7”)(.X4”+x6”):(a”+b”+a7”+b7”)'(a4”+b4”+a6”+b6”)

Efectuand calculele se obtine :

S:a511+b5n+a7n+b7n+alln+blln+a13n+b13n+(ab)2”(b3n+an+a3n+bn)+(ab)3”(a5n+b5n) + 1p
+ (ab)™ (a3” +b3”)

D:aSn+b5n+a7n+b7n+alln+b11n+a13n+b13n+(ab)”(b3n+b5n+a3n+a5n)+(ab)4”(a3n+b3n) + 1p
+ (ab)6n(an +bn)

Daci ab=1,atunci S=D = a" +b" +a”" +b"" +a"" +b'"" +a"" +b"" +2(a” +b* )+ 2(a* +5>) | 1p

Daca ab =- 1 si n =2k, atunci Ip

S=D=a"+b"+a" +b" +a"" +b" +a"" +b"" +2(a” +b" J+2(a> +b>")

Dacaab=-1sin=2k+ 1, atunci 2p

S=D=a"+b"+a" +b" +a'" +b" +a"" +b'"

TOTAL 7p
SUBIECTUL 4

Din ipotezd avem relatia : a” +b”> +c¢” =1 Ip

Functia In: R, — R este concava , deci : f(A4x, +Ax, +A4x,) =4 f(x,)+ A, f(x,)+ A, f(x;) | 2p
unde A, +4, +4, =1

Luam:/ll: - ;/12: b ;/13: $ix1:a;x2=b;x3=c 2p
a+b+c a+b+c a+b+c
2 2 2 1
Obtinem : — % na+—2  np+—S me<mE T ¥ p
a+b+c a+b+c a+b+c a+b+c
Deci:alna+blnb+clnc+(a+b+c)ln(a+b+¢c)<0 Ip
TOTAL 7p
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SUBIECTUL 1
det(42?) = (det A)™? = det(4)=0 2p
A*=Tr(A)- A+ (detA)-1, =0, = 2p
A’ =Tr(A)-A
A =[rr(A)" A= 2p
A=0, sau Tr(A)=0
In ambele cazuri A*"' =0, Ip
TOTAL 7p

SUBIECTUL 2
Fie polinomul de gradul al doilea : f(x) = det ((A+B) + x(A-B)) = x’det(A— B)+mx+det(A+B) | 1 p
Avem : 0 = det(a>+B?)= detB ((A +B) +(A-B) )} = idet((A +B) +(A- B)z) =
1 . . 3p
Zdet[(A + B) + i(A — B)det[(A + B) — i(A — B)]
Rezulta f(i) = f(-i) = 0 = f(x) = a(x*> +1) 1p
Deci , det (A + B) = det (A - B) Ip
Dar , det (A + B) + det (A - B) =2-det A + 2-det B siin final det (A + B) =det A + det B Ip
TOTAL 7p

SUBIECTUL 3
Inlocuind ,formal” pe n cu = , conditiile problemei sunt indeplinite atuncicinda+b=1 |[1p
Atunci : tim(a¥/n +5)m = tim(l+adn+1-a—1)m = 2P

1 ‘zm('\l/zfl) 1
= lim[i+a/n —1)JF) w = P
) Ip

— e'HW InVn —
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—af) 2p
lim
- e'HWIniHQ/;—I = ¢
TOTAL 7p
SUBIECTUL 4
3
a) Se scrie f(x)=—"
: ) 1p
. P2 3 n’ n! 2p
Se obtine a, = f(1)- f(2)-...- f(n)=—= = = : =
ine a, = £0)- £0)-o fl0)= 35 5 e =
b) Lkl 1 ! , k = 1. Prin 1Insumare se obtine
(k+Da, Kk k' (k-1) 2p
L+L =x, +y, ;unde x :l+l+ +l si :l+l+l+ b
2a, 3a, (n+1)a, no O TR I TS TIY (n—1)
Deoarece limy, =e si limx, =e—1 Ip
1
Obtinem : lim L+L+...+ ! =2e—1 P
noe\ 2a, 3a, (n+1)a,
TOTAL p
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BAREM DE CORECTARE
SUBIECTUL 1
Cum 641 =640+ 1=527+1 si Ip
641= 625+ 16 =5+ 2* rezulta ca Ip
527=-1(mod 641) si 2*=-5*(mod 641) 2p

Din prima congruenta rezulta 5*. 2** = 1 (mod 641) care inmultita cuadouada |1p

527 =-5*(mod 641) , 1p
de unde 2% =-1(mod 641). Ip
TOTAL p
SUBIECTUL 2
a) Verificarea faptului ca legea este o lege interna pe G Ip
Verificarea axiomelor grupului ;e =0si x'=-x 2p
b) Verificarea faptului ca f este morfism Ip
Verificarea faptului ca f este bijectiva Ip

¢) Presupunem prin absurd ca (G ; *)= (R) Cum (G ; *)=(R ; +) ar rezulta ca

(R;4) = (R*,-) ceea ce este o contradictie , deoarece : in (R*;-) elementul -1 are
ordinul 2 , caci (1)’ =1 si-1#1, in timp ce in grupul (R ; +) nu avem elemente 2p
de ordinul 2 , caci x+x = 0 ,adicd x = 0, care are ordinul 1

TOTAL 7p
SUBIECTUL 3
Notam t = nax ; dt = na dx 2p
x=0 =t=0 Ip
x=1=t=na
1 na na 2
Atunci avem : [ f(nax)dx= J'f(t)ﬁ -1 [ £(t)ar P
0 0 na nar,
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< D1 ; e o . . . .12
Sa consideram G:R* — R , G(a) = J' f(r)dr =0 este o primitiva a lui f . Deci f este identic P
nula
TOTAL 7p

SUBIECTUL 4
2
Notam \/;:t:dt:de:dx:tht .Pentru x =0 avem t = 0 ; iar pentru x=""avem
2x 4 Ip
/2
==
2
f
Atunci : [ = 2J' , tr . Notand y = % ¢, avem dy =-dt. Pentru t = 0 avem y:£ ;
o 1+sinz+cost 2 2 1p
. /2
1ar pentru t=" avemy =0
% y z 7 z z
0 A 2 >y 2 2
1=2f 2 _(a)=2f 2 _gof Y _g=a 2P
£1+cosy+s1ny o l+cosy+siny o, 1+cosy+siny 0 +cosy+s1ny
2
z 4 2 Y
77 dy z3l E
Avem, I:E-‘. EJ' dy
O 024215 Y 2p
1+ 2+ 2 2
1+1g2 Y 1+1g2 2
& 2 & 2
< 1 .
Notam tg% =u;du= E(Htgzgjdy.Pentruy: 0 avem u = 0 ; iar pentru y:% avem
Ip
u=1. Atunci, 1=7 ﬂzflnz
ol+tu 2
TOTAL 7p
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