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OLIMPIADA DE MATEMATICA
— ETAPA PE SECTOR, 18.02.2012 -

CLASAA9-A

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se puncteaza de la 0 1a 10 puncte.
Pe foaia de concurs se trec rezolvarile complete. Timp de lucru: 3 ore.

1. Se considerd multimea M ={1,2,3,...,2012} si multimile
A={2x+1|xel M, B={3x+2|xel }nM, C={5x+4|xel}nM.

a) Determinati numarul elementelor multimilor 4,B si C.

b) Determinati numarul elementelor multimii ANBNC..

2. Pentru fiecare numar natural n > 2 se considerd numarul

}n — 1 radicali
1 1 1
E(n)_\/(n—l)2+\/(n—2)2+m+ /1—2+1 .

Aratati ca partea Intreagd a numarului nE(n) este n, pentru orice n>2,nell .

3. Pe laturile (4B),(BC),(CA) ale triunghiului 4BC se iau punctele M, N, respectiv P astfel
incat
MA_NB_PC_
MB NC PA
a) Aratati ca AN +BP+CM =0.
b) Aratatica AN+ BP+CM < AB+BC+CA.

4. Numerele reale x, y, z,t verifica relatiile x+ y+z+¢=0 si X2+ y2 +2z2 +¢2 =1. Aratati ca

—1<xy+yz+zt+tx<0.

Problema 3 a fost selectatd din nr. 12/2011 al Gazetei Matematice- Seria B, publicatie lunara
pentru tineret, fondatd in anul 1895, editatd de Societatea de Stiinte Matematice din Romania
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CLASAA9-A
SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 l1a 10 puncte. Se acordi numai punctaje intregi.
Orice alta rezolvare se asimileaza conform baremului.

Subiectul 1 (M. Perianu)

Se considerd multimile M ={1,2,3,...,2012}, 4={2x+1|xe}nM, B={3x+2|xel|nM,
C={5x+4| xell }mM.

a) Determinati numarul elementelor multimilor 4,B si C.

b) Determinati numarul elementelor multimii ANBNC.

Detalii rezolvare Barem
asociat
a) 4={2x+1| 0<x<1005} are 1006 elemente 2 puncte
B= {3x +2 | 0<x< 670} are 671 elemente 2 puncte
C= {Sx +4|0<x< 401} are 402 elemente 2 puncte
b) ne AN BN C daci si numai daca n+1 este divizibil cu 2-3-5 si n <2012 2 puncte
ANBNC={30x—-1|1<x <67} are 67 de elemente 2 puncte

Subiectul 2 (F. Dumitrel)
Pentru fiecare numar natural n > 2 se considera numarul

}n =1 radicali
E(n)= ! >+ ! S+t i2+1 .
(n-1) (n=2) 1

Aratati cd partea intreagd a numarului nE(n) este n, pentru orice n>2,nel] .

Detalii rezolvare Barem

asociat
Trebuie sd aratam cd n < nE(n)<n+1 2 puncte
Pentru prima inegalitate observam ca sub fiecare radical se afla un numar > 1 2 puncte
Pentru a doua inegalitate, ardtam inductiv cd E(n) <1+1/n pentru n=2 2 puncte
Intr-adevar, E(2) = V2 <1+41/2 ,lar dacd E(n)<1+1/n,atunci 4 puncte
E(m+1) =1/ 0 +En) <N1/n® +1/n+1<1+1/(n+1)




Subiectul 3 (M. si S. Monea)
Pe laturile (4B),(BC),(CA) ale triunghiului 4ABC se iau punctele M, N, respectiv P astfel incat

MA NB PC
MB NC PA
a) Aratati ca AN +BP+CM =0.
b) Aratatica AN +BP+CM < AB+BC+CA.

Detalii rezolvare Barem
asociat
a) AN = LE + LR’ si analoagele (D) 3 puncte
k+1 k+1

e —_— — == = = 2 t

Rezultd AN + BP+CM =—— (4B + BC + CA)+—— (4C + CB+ BA)=0 puncte
k+1 k+1
b) Din (1), AN < LAB +L AC si analoagele 3 puncte
k+1 k+1

Prin adunare obtinem concluzia 2 puncte
Subiectul 4 (*¥*%*)

Numerele reale x, y,z,¢ verifica relatiile x+ y+z+¢=0 si X2+ y2 +2z2 +¢2 =1. Aratati ca
—1<xy+yz+zt+1tx<0.

Detalii rezolvare Barem

asociat
Concluzia este —1<(x+z)(y+1)<0 2 puncte
A doua inegalitate rezultd din y+¢=—(x+2z) (1) 2 puncte
(x+2) +(y+0)? <2(x* +20)+2(0* +17) =2 3 puncte
Utilizand (1) rezultd 2(x+z)> <2, de unde —(y+1)(x+2) =(x+z)*> <1, deci 3 puncte
x+z)(y+t)=-1.
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