MINISTERUL

INSPECTORATUL SCOLAR AL MUNICIPIULUIBUCLRESTI
% { TINERETULUI

OLIMPIADA DE MATEMATICA
— ETAPA PE SECTOR, 18.02.2012 -

CLASAA10 -A

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se puncteaza de la 0 1a 10 puncte.
Pe foaia de concurs se trec rezolvarile complete. Timp de lucru: 3 ore.

1. Rezolvati, in multimea numerelor reale pozitive, ecuatia
10
X

x* =10.
2. Fie x un numr real si a,b,c € (0,0) astfel incat a* +b* +¢* = a*'b™e™* | Aratati ca

a2x+3 +b2x+3 + 02x+3 >0

3.Fie f:0 =0 o functie cu proprietatea ca f (( f (x))3) =x, pentru orice x €[] . Aritati ci

functia f este bijectiva sica f(f(x))= x , pentru orice x e .

4. Se considerd numerele complexe z,, z,,..., z;o, cu proprietatea cd z; -z;,, —2z, +4 =0, pentru
orice k €{1,2,3,...,99}.

a) Aratati ca z, -z, -...- zy9 este numar Intreg negativ.

99
1
b) Calculati .
) Calculati suma Z;4+2|zk|+|zkzk+1|

Problema 2 a fost selectatd din nr. 10/2011 al Gazetei Matematice- Seria B, publicatie lunara
pentru tineret, fondatd in anul 1895, editatd de Societatea de Stiinte Matematice din Romania
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CLASAA10-A
SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE
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Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 10 puncte. Se acordi numai punctaje intregi.

Orice alta rezolvare se asimileaza conform baremului.

Subiectul 1 (M. Perianu)
10
Rezolvati, in multimea numerelor reale pozitive, ecuatia x* =10.

Detalii rezolvare Barem
asociat

Logaritménd in baza 10, obtinem %! -lgx =1, de unde rezultd ca Igx >0, adica x>1. 3 puncte

Observam ci W10 este solutie 3 puncte

Deoarece functia f :(1,4+00) >, f(x)=x'"lgx este strict crescitoare, aceasta este 4 puncte

unica solutie

Subiectul 2 (M. Chirciu)

Fie x un numdr real si a,b,c e (0,00) astfel incat a* +b* +c¢* = a*"'b*c*"! | Aratati ca

a2x+3 +b2x+3 +c2x+3 >9.

Detalii rezolvare Barem
asociat

Stim ¢ a* + b +¢* 230" p* 33 3 puncte

Din ipoteza rezultd g>/*1p>/31c234 > 3 4 puncte

Astfel a2x+3 +b2x+3 +6_2x+3 > 3a2x/3+1b2x/3+102x/3+1 > 9 3 puncte

Subiectul 3 (**%*)

Fie f:[0 - o functie cu proprietatea ca f (( f (x))3) = x, pentru orice x €[] . Aratati ca functia /°

este bijectiva sicd f(f(x))= 3x , pentru orice x el .

Detalii rezolvare Barem
asociat

Daca f(x;)= f(x,), atunci x; = f((f(xl))3) = f((f(xz))3) = x,, deci f'este injectiva 3 puncte

Pentru y €l , ludnd x = (f( y))3 obtinem f(x) =y, deci feste surjectiva 3 puncte
4 puncte

Apoi f ((f (f (x)))3) — f(x) implica (f(f(x)))’ =x, de unde f(f(x))=3x.




Subiectul 4 (M. Perianu)

Se considera numerele complexe z,, z,,..., z;,, Cu proprietatea ca z, -z, —2z, +4=0, pentru

orice k €{1,2,3,...,99}.
a) Ardtati ca z; -z, -...- zg9 este numar intreg negativ.

99
1
b) Calculati '
) Calculati Suma;4+2|zk|+|zkzk+l|

Detalii rezolvare Barem
asociat
a) Avem z;,, =% pentru orice k =1,99. 1 punct
2k
Obtinem z;,, = —i, k=198 siz, =2, k=197 2 puncte
z, =2
4 a 2 puncte
22y 299 = (223 23) :(Zl e J = -8 = intreg negativ
zZy  z—2
1 1 1 2 puncte
b) § =33 + +
(4+2|Zl|+|2122| 4+2|22|+|2223| 4+2|Z3|+|Z3ZI|J
S§=33 1 + |Zl| n |Z122| _ 3 puncte
442|z|+|ziz,|  4|z|+2|z2,]+8 4|7z, +16+8|7)|

33 (1+@+|lez|j:£'

Tas2z|+ a2 4 ) 4
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