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CLASAA11-A

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se puncteaza de la 0 1a 10 puncte.
Pe foaia de concurs se trec rezolvarile complete. Timp de lucru: 3 ore.

1. a) Fie a un numar real. Aratati ca, pentru orice numar natural n> |a/|,

(ng >1+a.
n

b) Aratati cd, pentru orice xell , e* >1+x.

2. a) Aratati cd existd doud matrice 4,8 € M, ([l ) astfel ca, pentru orice x,y el ,
det(xA+ yB) = x* + y2.
b) Aratati ca nu existd matricele 4,B,C € M,([]) astfel ca, pentru orice x,y,zell ,

det(xA+ yB+zC) = x> + y* +2°.

3. a) Justificati afirmatia: ,,Pentru orice x € (0, ©), sinx < x".
b) Fie a €[0,1] si (x,),s; sirul definit prin

X HXy . X

_ o n . *
X =a, x,,,=sin , pentru orice nell .

n
Aratati ca sirul este convergent si determinati-i limita.

4. Fie n>2 un numar natural si 4 € M, (J) o matrice nenuld, cu det 4 =0. Demonstrati ca:
A+ 4" = tr(A)I, daca si numai daca n=2.
(tr(A4) este suma elementelor de pe diagonala principala a matricei A4)

Problema 4 a fost selectatd din nr. 10/2011 al Gazetei Matematice- Seria B, publicatie lunara
pentru tineret, fondatd in anul 1895, editatd de Societatea de Stiinte Matematice din Romania
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SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 10 puncte. Se acorda numai punctaje intregi.
Orice alta rezolvare se asimileaza conform baremului.

Subiectul 1 (**%)

n
. < T . 9 a
a) Fie a un numar real. Aratati cd, pentru orice numar natural n > |a|, (1 + —j 21+a.
n

b) Aratati cd, pentru orice xell , e* >1+x.

Detalii rezolvare Barem
asociat
a) Fie b=a/n. Atunci 1+5> 0 si, inductiv, (1+5)* >1+kb,Vk e[l ", deci 4 puncte

(+am)" =1+b)" 21+nb=1+a
Observatii.
1) Pentru punctajul maxim, este suficient s se observe ca este vorba de inegalitatea lui
Bernoulli.
2) Pentru un rationament care functioneaza doar in cazul a >0 se vor acorda 2 puncte

b) Observam ca lim (l +x/n)" =¢", pentru orice x €[] 3 puncte
n—0
Deoarece (1+x/n)" 21+ x pentru n> | x|, deducem concluzia 3 puncte
Subiectul 2 (N. Bourbdcut)
a) Aratati cd exista doud matrice 4,8 € M, (L) astfel ca, pentru orice x,yell ,
det(xA+ yB) = x* + y2.
b) Ardtati ca nu existd matricele 4,B,C € M, (L) astfel ca, pentru orice x,y,zell ,
det(xA+ yB+zC) = x° +y2 + 27
Detalii rezolvare Barem
asociat
1 0 0 1 4 puncte
a) Putem alege, de exemplu 4 = , B=
0 1 -1 0
xa, + yb +zc, xa,+ yb, +zc 2 puncte
) ax+by+cz=0 . 5 ) 4 puncte
Cum sistemul are o solutie nebanald (x,, y,,z,), existenta
a)x+b,y+c,z=0
matricelor ar duce la contradictia 0 =det(x4+ yB+zC) = xg + yg + zg




Subiectul 3 (N. Bourbdcut)
a) Justificati afirmatia: ,,Pentru orice x € (0, ), sinx < x".

XX+t X

b) Fie a €[0,1] si (x,),s, sirul definit prin x; =a, x,,, =sin 1. pentru orice nell .

n

Aratati ca sirul este convergent si determinati-i limita.

Detalii rezolvare Barem
asociat

a) Dacd x > 1, proprietatea este evidenta 1 punct

Daca xe(0,1], atunci sinx/2 este aria unui triunghi ,,inscris" intr-un sector de cerc | 2 puncte
avand aria x/2

b) Folosim faptul ca un sir monoton §i marginit este convergent 1 punct

Marginirea rezultd din —1<sin¢ <1,Vt el 1 punct

Monotonia rezultd inductiv, deoarece x; €[0,1] implica x, =sinx, €[0,1] si x, <x;, iar | 3 puncte

X +Xy +e X, XX+ t+X

0<x,<x, ;<..<x <1 implici 0< n < 1 21 <1, de unde
n n-—
0<x,,<x,<1
. +X, +...+ .. 2 puncte
Daca (x,), —/, atunci (MJ — [, deci sin/=/,deunde /=0 P
n n
Subiectul 4 (N. Bourbdcuy)
Fie n>2 un numar natural si 4 € M, (UJ) o matrice nenuld, cu det 4 =0. Demonstrati ca:
A+ 4 = tr(A)I, daca si numai daca n=2.
(tr(A) este suma elementelor de pe diagonala principala a matricei 4).
Detalii rezolvare Barem
asociat
a+d 4 puncte

a
Daca n=2 si A:(
C

b * 0
,atunci A+ A4 = =(a+d)l,
d 0 a+d

Reciproc, dacd A+ A" =tr(A)],, atunci 44" +(A4 ) =tr(4) A4, deci (4 ) = tr(4) 4" 2 puncte

Observatie. Cele doud puncte se acorda si doar pentru afirmatia AA" = (detA)1, =0,

Apoi A#0, si det4=0,deci A" #0,, deunde rang 4=n—1.Cum 44" =0, si 2 puncte
rang(AA4”) > rang A+rang A —n , deducem rang 4" =1

Astfel (A7) =tr(47)A4", deci tr(4) = tr(A) . Din ipoteza reiese tr(A)+tr(A4 ) =ntr(4), | 2 puncte
deunde n=2
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