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OLIMPIADA DE MATEMATICA
— ETAPA PE SECTOR, 18.02.2012 -

CLASAA12-A

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se puncteaza de la 0 1a 10 puncte.
Pe foaia de concurs se trec rezolvarile complete. Timp de lucru: 3 ore.

1. Fie f:00 — 0 o functie care este de doud ori derivabild si are proprietatile:
F(0)=0,/'0)=1s1 f"(x)+2f'(x)+ f(x)>0 pentru orice xel] .
a) Aratati ca functia F:[0 —»[ definitd prin F(x)=¢"f(x) pentru orice xell este convexa si

f(x)>xe™™ pentru orice xell .

b) Aritati ca, pentru orice nell jx f(x)dx >(n+1)( 1_l_i_,,,_ ! j

2. a) Rezolvati in [  ecuatia x° =a?, unde aell ..
5 5 5

b) Fie nell” si (G,)) un grup cu 3n+1 elemente. Aritati cd, pentru orice a € G, ecuatia x° = a” are

exact o solutie.

3. Daca (G,-) este un grup finit cu elementul neutru e si p este un numar natural nenul, notam
— p _

G,={xeG[x" =¢}.

a) Aratati cd, daca p este impar, atunci G, are un numdr impar de elemente.

b) Ardtati cd nu existd un grup (G,-) astfel incat G,sa aiba 3 elemente, dar exista un grup (G,)
astfel incat G, sd aibd 4 elemente.

4. Fie m € (0;1). Vom spune ca o functie 1 :[0;1]—[0;1] are media m daca este integrabila si

j.f(x)dxzm.
0

a) Aratati ca multimea functiilor care au media m este infinita.

b) Aratati ca, daca g:[0;1] >0 este o functie crescatoare si f'este o functie cu media m, atunci
m 1 1
Ig(x)dx < If(x)g(x)dx < J g(x)dx .
0 0 1-m

Problema 2 a fost selectatd din nr. 12/2011 al Gazetei Matematice- Seria B, publicatie lunara
pentru tineret, fondatd in anul 1895, editatd de Societatea de Stiinte Matematice din Romania
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SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 10 puncte. Se acordi numai punctaje intregi.
Orice alta rezolvare se asimileaza conform baremului.

Subiectul 1 (N. Bourbdcut)
Fie f:00 —»0 o functie care este de doua ori derivabila si are proprietatile:

F(0)=0, £(0)=1 si £"(x)+2f'(x)+ f(x)>0 pentru orice x el .
a) Aratati ca functia F:00 —»[ definitd prin F(x)=e¢"f(x) pentru orice xell este convexa si

f(x)=xe™" pentru orice xell .

b) Aritati ca, pentru orice nell Jl.x"f(x)dxzw(e—l—l—i—...— ! j
o e 12! (n+1)!
Detalii rezolvare Barem
asociat
a) F'"(x)=(f"(x)+2f'(x)+ f(x))e* 20,Vxell , deci F este convexa 3 puncte
Pentru g(x)=¢" f(x)-x, g"=F">0, deci g' este crescatoare 1 punct

Din g'(0)=¢°(f(0)+ f'(0))~1=0 deducem ci g'>0 pe [0;00) si g'<0 pe (—o0;0], deci 0 | 2 puncte
este punct de minim al functiei g, iar valoarea minima este g(0)=0

1 ol - . * 1 punct
b) [x" f(x)dx>[x""e *dx pentru orice nel

0 0
.lfx"“e_xdx—(n+1)!(e—l—l—l— 1 j 3 puncte
0 e 1207 (m+1)!

Subiectul 2 (C. Chites si B. Nastasescu)
a) Rezolvati in [  ecuatia x* =a*, unde a el ;.
b) Fie nell " si (G,) un grup cu 3n+1 elemente. Aritati cd, pentru orice a € G, ecuatia x° = a” are

exact o solutie.

Detalii rezolvare Barem
asociat
Dacd q=0, atunci x=0 este unica solutie 1 punct
Daci a# 0, atunci ecuatia are solutia a” 2 puncte
Apoi, dacd x° = y*atunci x=x° = y® =y, deci solutia este unici 2 puncte
b) O solutie a ecuatiei este a""', pentru ci (a"")* =a*"a? =4? 2 puncte
Dacé x,y sunt solutii ale ecuatiei si e este elementul neutru al grupului, atunci 3 puncte

3n+l

e=x""=4¢"x si e= """ =4*"y, deunde x=y




Subiectul 3 ( **%*)
Daca (G,) este un grup finit cu elementul neutru e i p este un numar natural nenul, notam

G,={xeG|x" =¢}.
a) Aratati cd, daca p este impar, atunci G, are un numdr impar de elemente.
b) Ardtati cd nu existd un grup (G,-) astfel incat G,sa aiba 3 elemente, dar exista un grup (G,)
astfel incat G, sd aibd 4 elemente.

Detalii rezolvare Barem
asociat

a) Observam céd e€G, 2 puncte

Apoi, daca xeG,, atunci x' €G, 2 puncte

p+l

Dacd xeG, si x= x7', atunci x*> =e, de unde x=x"" =¢, deci G, este o reuniune a lui 2 puncte

{e} cu multimi disjuncte, de forma {x,x'},x#e

b) Daca G, ={e,a,b} si ab=ba, atunci abe G, si ab+#e,a,b — contradictie —, iar daca | 2 puncte
ab # ba , atunci aba € G, $i aba #e,a,b — contradictie

Exemple pentru care G, are 4 elemente sunt grupul lui Klein sau grupul simetric S, 2 puncte

Subiectul 4 ( N. Bourbacug)
Fie m € (0;1). Vom spune ca o functie 1 :[0;1]—[0;1] are media m daca este integrabila si

j'f(x)dx=m.
0

a) Aratati ca multimea functiilor care au media m este infinita.
b) Aratati ca, daca g:[0;1] >0 este o functie crescatoare si f'este o functie cu media m, atunci

m 1 1
Ig(x)dx < If(x)g(x)dx < J g(x)dx
0 0

1-m

Detalii rezolvare Barem
asociat
a) Functiile de forma f(x)=m+a(x—1/2),unde |a|<2min(m,1—m), au media m 3 puncte
L : A I 3 puncte
b) Prima inegalitate se scrie f g(x)(1- f(x))dx < j g(x) f(x)dx
0 m
- - . . ! 3 puncte
Din ipoteza f(x)>0 si g(x)>g(m) pe [m;1], deci jg(x)f(x)deg(m)jf(x)dx; analog
m m m 1
[ )1~ f(x)dx < g(m) [ (1= f(x))dx = g(m)(m - (X)dX] = g(m)] f(x)dx, ceea ce
0 0 0 m
demonstreaza prima relatie
A doua inegalitate se demonstreaza analog. 1 punct

Observatie. In cazul in care se demonstreaza a doua inegalitate dar nu si prima, se vor -
acorda la punctul b) 6 puncte din cele 7.
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