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OLIMPIADA DE MATEMATIC A
— ETAPA PE SECTOR, 18.02.2012 -

CLASA A VIII-A

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subieése puncteas de la O la 10 puncte.
Pe foaia de concurs se trec rezaivile complete. Timp de lucru: 3 ore.

1. Se considernumerele reale strict pozitive b, c,d astfel incéa<b<c<d si a+d=b+c.
Demonstra ca

a) vad <+hbc;
b) Va+/d <vb++/c.

2. Se considertetraedrulABCD cu muchiile opuse perpendiculare. A& [0 BC, ELIBC,
AF OCD, FOCD. Fie BF n DE ={R} si CRn BD ={J}.

a) Demonstrd ca DE 0BC;
b) Demonstrd ca AJ OBD.

: . . . 2 1
3. a)Aratati ca, pentru orice numere realg, y > 0, este adeirati inegalitatea :—— —-—<1;

Xty Xy
b) Demonstrd ca, pentru orice numere reala,b,c > Opentru carea+b+c =1, este adetrata
. . l+a  1+b 1+c 1
inegalitatea = + + < :
b+c c+a a+b abc

4. Un patrulater convex are lungimile laturilor expata prin numere naturale astfel incat lungimea
fiecarei laturi g reprezinte un divizor al sumei lungimilor celotéatrei laturi. Demonsttaca
printre laturile patrulaterului exgdow care au acegdungime.

Problema 3 a fost selectatin nr. 12/2011 aGazetei Matematice- Seria B, publicée lunai
pentru tineret, fondafin anul 1895, editatde Societatea dgiinte Matematice din Romania
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Noti: Fiecare subiect se punctedizde la 0 la 10 puncte. Se acodnumai punctaje intregi.
Orice alta rezolvare se asimileax conform baremului.

Problemal.Se considernumerele reale strict pozitive b,c,d astfel incda<b<c<d si
a+d =b+c.Demonstré ca:

a) Vad <+/bc;
b) Va++/d <vb++/c.
*k*k
Detalii rezolvare Barem
asociat

a) Avem echivaletele Jad <+/bc dac si numai daé ad <bc 1p
sauad —ac<bc-ac. 2p
Obtinem a(d —c) <c(b-a) echivalent cua<c, ceea ce este adeat. 2p
b) Prin ridicare la ptrat Tn ambii membri ai inegaiitii, obtinem inegalitatea echivalent
a+d+2vad <b+c+2/bc. 3p
Cuma+d =b+c, tinAnd seamdea), oktinem concluzia. 2p

Problema 2.Se considertetraedrulABCD cu muchiile opuse perpendiculare. A& [0 BC,
EOBC, AF OCD, FOCD. Fie BF n DE={R}si CRn BD ={J}.

a) Demonstrd ca DE [0 BC;
b) Demonstrd ca AJ JBD.

*kk

Detalii rezolvare Barem
asociat
a) Din ipotez ohtinem BC O ( AED), deciBC O DE. ) 4p

b) Analog CD [0 BF , deci Reste ortocentrul triunghiuluBCD . 3
p

Atunci CROBD, BD O(ACR)si concluzia. 5




Problema 3. a)Aratati ca, pentru orice numere realg, y >0, este adeirata inegalitatea :

2 _L1a

Xty Xy
b) Demonstrd ca, pentru orice numere reala,b,c > Opentru carea+b+c =1, este adeirata
, : l+a 1+b 1+c 1
inegalitatea : + + < .
b+c c+a a+b abc

Gazeta Matematica nr.12/ 2011

Detalii rezolvare Barem
asociat
a) Prin reducere la absurd , presupuném—g———1 >1 (). 1p
Xty Xy
Cum x+y=>2/xy , deducem 2 .1 2p
x+y >y
Astfel, din (*) , ajungem Ia:i—i >1 , fals. 2p
N
) .. . 1+c 1+1-a-b 2 1
b) Folosind punctud) si ipoteza, ajungem la : = = -1<—. 2
) p )siip jung 24b 24b b b p
. 1+b 1 . 1+a 1
Analog, ohinem <— 5l —<—. 1
g 0f c+ ac ; b+c bc P

l+a 1+b 1+c 1 1 1 1
+ + <4+ 4+ —=_= 2p

Insumand ultimele trei refié obtinem < .
b+c c+a at+b bc ca ab abc

Problema 4.Un patrulater convex are lungimile laturilor expate prin numere naturale astfel
Tncat lungimea fiearei laturi s reprezinte un divizor al sumei lungimilor celotéatrei laturi.
Demonstrd ca printre laturile patrulaterului existloui care au acegdungime.

*k*k

Detalii rezolvare Barem
asociat
Presupunem laturile de dimensiuni diferigh,c,d astfel incata<b<c<d. 1p
Atunci d <a+b+c<3d. 1p
Cuma+b+c se divide cud deducemg a+b+c=2d, 1p
Rezult a+b+c+d =3d 2p
Prin urmare, fiecare dintre numerelgb,c divide sumaa+b+c+d, adici divide pe3d. 1p
Fie x:ﬁ, y:%si z=ﬁ.Din a<b<c,rezult x>y>z>3. 1p
a c

Deciz=4, y=55si x26. 1p
Atunci2d =a+b+c=ﬁ+§+gs§+ﬂ+ﬂzl—m<2d , fals. Rezukt

X y z 6 5 4 60 2p
concluzia.
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