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Concursul National de Matematica “Arhimede”
Editia a IX-a, Etapa a ll-a, 11 februarie 2012

Clasa a IX-a

_ —

Fie \Z, V,, Vj trei vectori in plan cu proprietatea ca \_/; + \7; + \Z = 6
1) Sa se arate ca:

Ve [+ 0 V2 |+ Vs = ve 4+ Ve [+ [ Ve + Vs ||+ ve +vs |
2) Sa se arate ca:

v [[<lve [+l vs

v <] va [+l vs | (*)

v i< vall+ [ va

3) Daci trei vectori in plan Uy, U,,U; indeplinesc conditiile (*), rezultd ca Uy +U, +U; =0 ?

Fie a,b,c e R. Consideram sistemul de ecuatii:

y?+2°-2ayz=0
(S)yx*+2° —2bxz =0
x> +y>—2cxy =0

Solutia X =y =2z =0 asistemului (S) o vom numi solutie triviala.
1) Aratati ca daca sistemul de ecuatii (S) admite o solutie netriviald atunci
a’+b®+c*—2abc=1

2) Este conditia de mai sus o conditie suficienta ca sistemul (S) sa aiba o solutie netriviala?

Fie n>9 si X, X,,..., X, € R astfel incat:
X+ X, +o X, 22

X A+Xo X2

Ardtati ¢ Max{X,, X,,..., X, } >

S|lw

Lucian Tutescu, Craiova

Sa se demonstreze ca:

*

[+ x4 x" 2 X+ +x™ ), (V)xeR,, neN".

4

Sorin Radulescu

Notda. Toate subiectele sunt obligatorii. La fiecare subiect se acorda 1 punct din oficiu.

Punctajul maxim se acorda pentru orice rezolvare corecta si completa, indiferent de metoda.

Timp de lucru: 3 ore.



(4p)
(5p)

(3p)
(3p)
(3p)

1.
(3p)
(3p)

(3p)

(3p)
(3p)
(3p)

Clasa a X-a

Sa se rezolve urmatoarele ecuatii trigonometrice:
1) sinx+sin5x+sin9x =3

2) sinX+sin2x+sin3x =3

Sa se rezolve urmatoarele ecuatii exponentiale:
1) 13+2x :2x+1+2x+2 +2x+3
2) 2x +2x+1 +2x+2 =3x +3x+1 +3x+2

3) 2°+3 =2 +3%

Sa se arate ca:

1) ‘24+QZQZ2+ﬂ—|z|J§)2, (v) zeC

2) |2* +ﬂ2Q22 —ﬂ—|z|ﬁ)2, (v) zeC

3) ‘22+62+ﬂ202+ﬂﬁ—|z—]j)2, (V) zeC

Fie z,,2,,2, €C cu proprietatea ca

lzHz, Hzs =2, +2, +2, =1

Daca z,z,z,=a si S, =2; +2, +z; ,(n >3) atunci:
1) Sa se calculeze S, 1n functie de a;

2) Daca S, €Z atunci S, € {-1,1;3}

3) Daca S, € Z sin este un numar natural par, atunci a" =1.

Concursul National de Matematica “Arhimede”

Editia a IX-a, Etapa a ll-a, 11 februarie 2012

Marius Dragan

Sorin Radulescu, Mihai Piticari

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii. La fiecare subiect se acorda 1 punct din oficiu.

Punctajul maxim se acorda pentru orice rezolvare corectd si completd, indiferent de metoda.

Timp de lucru: 3 ore.
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Concursul National de Matematica “Arhimede”

Editia a IX-a, Etapa a ll-a, 11 februarie 2012

Clasa a Xl-a

S3 se calculeze urmatoarele limite:

1) lim Xn _1, mn>1, mneN
x>l x" -1
2) lim sin x —tgx

x>0 5in 2X —tg 2X

3) |im[1+1+i2j si |im(1+1+i2]
X X

X—0 X—>00 X X

Consideram sirul (an )m, definit prin:

8 = (—1F + (=2 +..+ (1) 1

1) Calculati a,,a,,a, si a,
2) Calculati a,, si a,,,,,unde n>1

3) Sa se calculeze: lima,

nN—o0

Fie A\ BeM,(C) cu proprietatile:
AB+BA=1, s5i tr(B)=0
Sa se demonstreze ca:

1) (trA)-B+(trB)- A este inversabild
2) det A+det B =1+det(A+B)

Marius Dragan

Fie n>2 si p>1 doud numere naturale si A, BeM_ (C) doua matrici care indeplinesc
conditia: A +BP =0, = AB. Si se demonstreze ci B"-A""=0, = A"=B", pentru orice
he {1,2,..., n}.

Sorin Radulescu, Mihai Piticari

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii. La fiecare subiect se acorda 1 punct din oficiu.

Punctajul maxim se acorda pentru orice rezolvare corecta si completa, indiferent de metoda.

Timp de lucru: 3 ore.
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Concursul National de Matematica “Arhimede”

Editia a IX-a, Etapa a ll-a, 11 februarie 2012

Clasa a Xll-a

Fie ae(1,0).Pe G =(0,0) se introduce urmatoarea lege de compozitie:

x*y=2|ogal(\/§—1X\/§—l)+lJ, (V) x,yeG

Sa se demonstreze ca:
1) Legea ,,*” este lege de compozitie interna pe G.
2) (G,*) este grup abelian.

Aurel Dobosan, Bot Trandafir

Spunem ca un corp K are proprietatea (P) daca
x® +y® =x’y+xy?, pentru orice x,y e K" =K \{0}.
1) Aratati ca (Z,,+,) si (Z5,+-) sunt corpuri care au proprietatea (P).
2) Daca corpul K are proprietatea (P) aratati ca
x® —x* —x+1=0 pentru orice xe K".
3) Aratati ca orice corp K cu proprietatea (P) are cel mult 3 elemente.

Teodora Liliana Radulescu

Fie a,beR, a<b, functia continua f :[a,b] > R si F:[a,b] >R o primitiva a lui f.
Consideram functia G(x) =(x—a) F(b)+(b—x) F(a)—(b—a) F(x), (v)xe[a,b].

Sa se arate ca daca f este descrescatoare pe [a,b], atunci G(x) <0, (‘V’)X e[a,b] si daca feste
crescitoare pe [a,b] atunci G(x) >0, (V)x e[a,b].

Gheorghe Stoica

Fie f:[a,b] > R o functie integrabila Riemann. Atunci

( [1to] dt)4 SlG( [t (t)dtj( ['t-ayf Z(t)dt)

Sorin Rdadulescu

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii. La fiecare subiect se acorda 1 punct din oficiu.

Punctajul maxim se acorda pentru orice rezolvare corecta si completa, indiferent de metoda.

Timp de lucru: 3 ore.



