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SCOLAR @8/ | CERCETARNI
JUDETEAN TINERETULUI
ARGES JEISim, | ST SPORTULUI
Concursul Judetean de Matematica
»Dan Barbilian” — 17.12.2011
Clasa a IX-a
Varianta 1

SUBIECTE:

1. Fie a>0, n natural, n>2 si xj ¢ (-3,a), 1 = ﬁ . Sa se demonstreze ca are loc inegalitatea:

J@=x)@+%,) +/(@=X,)(@+ %) +...+ /(@ X, )@+%,) +y/(a—x,)(@+x) <

< \fnzaz — (X, + X+t X )P

2. Fie ABC un triunghi. Pe latura BC, considerdm punctele D,E.F astfel incitt BD=DE=EF=FC.
Fie M si N puncte pe laturile AB si respectiv, AC. Sa se arate cda MD, AE si NF sunt concurente

. ., . AM AN 1
daca si numai daca —— = —— .
AB AC 2

3. Fie numerele naturale nenule a,,a,,...,a,,,, K astfel incat: a, <a, <...<a, <a,,,. Demonstrati

inegalitatea: | 22— |4 |28 |, &8 | g5 B T8 )
k k k k

4. Se considera poligonul convex ABCDE si se noteaza cu M,N,P,Q,R mijloacele laturilor [AB] ,
[BC], [CD], [DE] respectiv [EA] si cu Ay, B1, C1, D1, E; mijloacele segmentelor NQ , PR,
QM , RN respectiv MP.

a) Aratatica AA +BB, +CC, + DD, +EE =0.
b) Calculati raportul ariilor poligoanelor A;B;C;1D;E; si ABCDE.

Nota:

Toate subiectele sunt obligatorii.

Timp de lucru 3 ore.

Fiecare subiect se noteaza de la 0 la 7 puncte.
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Barem de corectare :

1. Notam: S=x;+Xo+...+Xp

Inegalitatea de demonstrat este echivalentd cu:

\/(a—xl)(a+x2) +\/(a—x2)(a+x3) +m+\/(a—xn)(a+x1) <1

(na—s)(na+s) \(na-s)(na+s) (na—s)(na+s) 2P

Aplicand inegalitatea mediilor obtinem:

a-x _ a+Xx
(@a—-x)(@+x,) ~ha-s na+s
(na—s)(na+s) 2

a-x, a+x
(@=X)@+X%) _na—s na+s
(na—s)(na+5s) 2

a—X, N a+ X
(@=x)@+X%) _na—s na+s 3
(na—s)(na+s) o e p

Insumand relatiile membru cu membru se obtine:

\/(a—xz)(a+x3) +\/(a_xl)(a+x2) + +\/(a_xn)(a+xl)

(na—s)(na+s) (na—s)(na+s) (na—s)(na+s)
na—s na+s
_|_
<ha—-s na+s _1
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2. MD AE ;«tQ):>M;ﬁ1
AB 2
NFmAE:«t@:>ﬂ;«t1 ................................................. Ip
NC 2
T. Menelaus in triunghiul ABE, M-D-P
AM BD EP AM AP
T = T Ip
MB DE AP MB EP
T. Menelaus in triunghiul ACE, N-F-P
AN CF EP AN AP
A s O Ip
NC FE AP NC EP
AM AN
s Ip
AB AC
Daci M _AN 1 v -MDAAE, {P'3=NFAAE
AB NC 2
AP AV AP AN )
BT B EP NG s p
AP _ AP = EP'=EP = P’ coincide cuP...................ooiinn. Ip
EP’ EP

Nota: Orice alta rezolvare corecta se puncteaza corespunzator.

3. Fie:
a,—a =ck+r

_la,-a a, —a a,,, —a
Atunci: | +—21|=¢c,; | =>—2|=¢C,, ... | X—"=C, ........ Ip
k k k

Mai mult, prin insumarea relatiilor de mai sus, avem:

N+

Va trebui sa demonstram ca:

k

4.+ L+, +..+T
+...+cn+n—1201+...+cn+{;} <:>n—12[l 2 “}(1)
k

a ., -a [T
1—a1:(cl+...+cn)k+(r1+...+rn):{%}:cl+c2+...+cn++[%}...lp
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Pe de alta  parte, din  conditiile <k, i=Ln=r+r,+.+r, <k-ne

r+r +..+1,
k
problemei....... 3p

n+..+r1 R e . . . .
= T <n-1, ceea ce inseamna ca relatia (1) este adevarata = concluzia

4. Notam cu r, vectorul de pozitie al punctului X (a = W) si avem :

a:%(a+g>' a:%(E;_'_r_(;)’ E:%(E+r )1 rQ_;<E+a), a:%(g+a)
§=£(E+E)=3(r +r )
2 4
vl ) (e )
a%(@mﬁ@@m@)
o =5 (i) =+ 1)
o= ()= S ) 3

) AA=r, —I,..=AA +BB +CC + DD, +EE, =0 I, +1; +1 +1y +1g =l +Ty +l+1 +1¢

relatie ce este verificata........... Ip

— — — l/— — 1l . . 1
b) Avem AB =r, -, =Z(rA—rB)=ZBA, deci AB, || AB si AB, =7 AB.
Analog BC, || BC si BlC1:%BC, C,D, [ICD si ClDIZ%CD, D,E, || DE si DlEF%DE,
EA I EA si EA = —EA ............... 2p

Pentagoanele ABCDE si AB,C,D,E, sunt asemenea cu raportul laturilor % deci raportul

1 2
ariilor este [Zj L= T Ip
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»Dan Barbilian” — 17.12.2011
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Varianta 1

SUBIECTE:

. Stiind ca (3)x,y e R, pentru care 3" =4 si 2" =3 sa se determine semnul expresiei
E(X,y)=X"+xy—xy* —y’.

6

. Fiea>1sif: (O,oo) — R, f(x)=a" +a*. Studiati monotonia functiei f si determinati
6 6

numerele rationale x astfel incat 2* + 2 +3* + 3x =48

. Fiea, b>0si b>a’. Si se arate ci dacd ze C astfel incat |z+a|£a, ‘ZZ +b‘£b,
) b
atunci |z|<—
a

. Fie numerele complexe nenule a,b,c,d cu proprietdtile : [a| =|b|=|c|=|d| si
abc +abd + acd +bcd =0. Aratati ca @°> +b°+¢°+d°>=0.

Nota:

Toate subiectele sunt obligatorii.

Timp de lucru 3 ore.

Fiecare subiect se noteaza de la 0 la 7 puncte.
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Barem
Clasa a X-a, Varianta 1
1. E(x,y):X‘°’+x2y—>Q/2—y3:(x—y)(x+y)2 ............ 2p
E(x,y)=x>+x°y —xy® — y°, are acelagi semn cu X— Y .......... 1p
3 3
22<38§132> 4, 2p
X> =2 Vot 1p
E(X,y)=x+xy—xy’—y*>0......... 1p
6 xy—6 6 xy—6
2. f(x)—f(y):ay[a y —1]—aX[a X —1j,undex,yeR .......... 1p
y>x>x/5:>f(x)<f(y) ..................... 1p
0<x<y<\/5:>f(x)>f(y) ................... 1p
Finalizare........coooovvveiieiiece e 1p
Din monotonia lui f rezulta ca ecuatia are cel mult cate o solutie in intervalele
(O\/E) respectiv (\/goo) .............................................. 2p
X1=2 respectiv X;=3 solutiile ecuatiei...............c......... Ip
3. \z+a\sa:>\z+aHZ+a‘sa2:>\z\2+a(z+2)30(1) ......................... 2p

Analog |2[* +b(z2 +22) <0 de unde || +b(z +E)2 ~2b|z[ <0(2).ccccc.. 1p

: b,
(1)si (2) =>\z\4+¥\z\ ~2b|z 0. 1p
2
220=7[ < 22ba .................................. 1p
a“+b
a2<b:>\z\<g ........................................ 1p
Verificare cazul z=0 ........ccccccevivviviieniciee 1p
. - .1 1 1 1
4. Din ipoteza rezultd, —+ —+—+—=0.............. 1p.
- a b c d
a+b+c+d=0=a+b+c+d=0..ccccccvvrvrnr... 1p
(a+b)(a+c)(a+d)=0=a+b=0saua+c=0 saua+d=0.......2p
Daca a+b=0=C+d=0..cccccceiiiiiiiririrr e 1p
Rezultd @°+b°=0si C®+d° =0.ccevvvveeirceceee, 1p
Finalizare........cooovveiieeiieiiecce e, 1p

Nota: orice solutie alternativa corectd se noteaza corespunzator
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Concursul Judetean de Matematica
»Dan Barbilian” — 17.12.2011
Clasa a Xl-a
Varianta 1

SUBIECTE:
1.Fie ABeM, (R) cu proprietatea ci AB = BA si det(A2 + BZ) =0
Aritati ca det A=detB.

2n+3
n+1

2. Fie sirul (X, ) definit astfel: X, €(1,2) si X + X, =

a) Calculati limx,.

N—o0

b) Calculati limn(x, —1).

N—o0

3. Fie n un numar natural impar si A € M, (R).
a) Dacid A®=0,, sa se arate ca det (2011 A +2 1) > 0>det (2011 A —2 I,).
b) Daca A®= I, sase demonstreze ca det (A - 1,)* < 0.

4.Se dasirul (a,) cu alzgsi a1 =y, (8, +2).

2

a) Aratatica a, < ,Vn>1.

2n+1

. d
b) Demonstrati cd sirul b, = —" este convergent
n

Nota:

Toate subiectele sunt obligatorii.

Timp de lucru 3 ore.

Fiecare subiect se noteaza de la 0 la 7 puncte.



INSPECTORATUI | MINISTERUL

EDUCATIEI
SCOLAR CERCETARII
JUDETEAN TINERETULUI
ARGES =T, | ST SPORTULUI

Barem de corectare:

1. Fie f(x):det(A+ BX):aX2+,BX+7/, a,B,y €R. Avem f(0)=detA=y.
< 2 1 2 1 1
Pe de alta parte X“det| = A+B |=X"|a+pB~+y— |, pt X20=
X X X

det(tA+B)=a + St + yt°. Pentru t =0=>det B = &. Deci det( A+ Bx)=

det Bx? + X+ det A.
f(i)=det(A+iB)

In cazul nostru: ] ) (2p)

f (—i)=det(A-iB)
Cum AB=BA si 0=det(A’ + B)=det(A+iB)-det(A—iB)
= f (i) f (). . (2p)
Avem f(i)=0 sau f(~i)=0. Deci detB(i)’ + i + det A=0 @)
—det B+ det A=0<«>det A=detB. (1p)
Obs.. S =0cici f (X) are coeficienti reali deoarece elementele matricelor
A si B sunt numere reale.

2. Prelucram ecuatia din ipoteza Si obtinem:
1
a) (xn—l)(x§+xn+1):n—+1>0:>xn_1>0:>xn>1. . (2p)
1 1
Pe de alta parte 0 < X, ; = > < <1, vneN.
(n +1)(xn +X, +1) 3(n+1)
Deci X, < 2. Astfel X, € (1,2). (1p)
: 1 - :

Din 0< x, —1< . Trecand la limita obtinem

3(n+1)
lim(x, -1)=0<lim(x,)=1. (2p)
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1 n 1
b) x, —1= . n(x,—1)= . : (1p)
" (n+l)(x§+xn+1) (% =1) n+1 x2+x,+1
. 1 1
= limn(x -1)=1-===. 1
n—»o ( n ) 3 3 (p)
3.
a) Fie B=2011A = B*=0, e, 1p
det (B+21,) =det (B*+B+211) >0 coooeeeeeeeereeereeeeeerrennn. 2p
det (B-21,) =det (-B?+B-21,)=(-1)"det (B?=B+21,)<0  coooeverrrerrerernene. 1p

b) 0<det(A-1l)?=det(A2—2A+1,)=det[(-2) (A-1)]=(-2)"det(A-1,)=
=-2"det(A—1,), deci det(A-1,)<0 sifinalizare

................................... 3p
4.
2 1 2

N <-—<=-—<—-(A 1

Ja <z <o <(A) (1p)
2n’ 2(n+1)°

Presupunem a, < A <—F.
2n+1 2n+3

2 2 2
2n”-2(n+1) § 2(n+1)

a1 =+/a,(a, +2) <\/

(2n+1)° 2n+3
Se obtine 2n° +3n<2n”+3n+1(A). .. (3p)
a) 0< & L <1=b, <1. Deci (b,) , este marginit. (1p)
n  n(2n+1) n=l

Vom arata ca sirul (b,) este crescator:

B B a,(a, +2)

1).
n+l n n+1 > 2, (n+1)

2
Se obtine a, <

valida pentru a
2n+1 P )



MINISTERUL

INSPECTORATUL EDUCATIEI
SCOLAR @8/ | CERCETARNI
JUDETEAN TINERETULUI
ARGES J=im, | S] SPORTULUI
Concursul Judetean de Matematica
»Dan Barbilian” — 17.12.2011
Clasa a Xll-a
Varianta 1

SUBIECTE:
1 m 1
1. Fie Am)=|0 1 Ofsi M={Am)| mez}
01 0

a) Sa se demonstreze ca (M : ] este grup abelian izomorf cu (Z,+),

b) Rezolvati ecuatia (A(m))n =A(201),meZ,neN

2. Fie (G,-) un grup finit cu un numar impar de elemente si f:G -G, f(x)=x>
Sa se arate ca G este grup abelian daca si numai daca f este automorfism.

3. Calculati: | = dx,x >0

j—xsinx—ZCosx—Z

(x+sinx)
R.M.T. Nr. 4/2011

4. Fie f:R—R astfelincat f?*(x)+ f(x)=x+sinx,(v)xeR.
Sa se arate ca functia f admite primitive.

Nota:

Toate subiectele sunt obligatorii.

Timp de lucru 3 ore.

Fiecare subiect se noteaza de la 0 la 7 puncte.
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Barem de corectare
Clasa a XllI-a, varianta 1

1. a) [M, j OPUP COMUEALIV, ©eovviiiieceiecieeie et sra e 3p
f:Z —>G, f(Mm)=AM=1) IZOMOIFISM, ..cceriiriiiiriiieieree s 1p
B) (A(M))" = AMMN 4N =1), cororriiriieiiee s 1p

n(m+1) = 2012, (m,n) € {(20111),(1005,2), (502,4), (3,503), (1,1006), (0,2012)}.... 2 p

2. ,=7
(G,) abelian, (xy)* = x?y?,(V)x,y € G, rezulta f endomorfism, ....................... 1p
CardG numar impar , Kerf = {X € G| f(x)= e} = {e} = finjectiva, ......c......... 2p
G finit si finjectiva = f bijectiva, fizomorfiSm, .........ccocovriiiiiiiii 2p
”<:7’
f:G—>G, f(x)=x?,izomorfism, f(xy)=f(x)f(y),(V)x,yeG, .cceeeo...... 1p
Rezultd (xy)* = x*y*,(V)x,yeG = xy = yx,(V)x,y € G, (G,) abelian, ......... 1p
3. 1= [N XL gy [ IEOX 2p
(x+sinx) (x +sin x)
J-—xsmx—_coszx—ldxzj-[ cos X jdx: O e e 2p
(x +sinx) X +sin X X +sin
1+ COS X X +sinx) 1
I—-ZdX:J.(—-)de:_—-_‘_C’ .................................. 2p
(x+sinx) (x+sinx) X +sinx
FINALIZAIE, ...ttt e e e st e e e e e e e e s s ebaaeeeens 1p
4. Functiile u,v:R — R,u(x) = x**"+ x,v(x) = X +sin x sunt bijective, ......... 2p
u(f(x)=v(x),(v)x e R=> F(X)=U(V(X)), correrrerrerrieiieieeeeeeian, 2p
uU,v:R—>R continue = f =U oV CONtINUA, .ovveveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeen 2p
f continud = fadmite Primitive, ... 1p
Observatie:

Pentru orice altd solutie corectd se acorda punctajul corespunzator
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