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Concursul Interjudetean de Matematica ,,Academician Radu Miron”
Vaslui, 11-13 noiembrie 2011

Subiecte clasa a VII-a

1. Fie in exteriorul triunghiului ascutitunghic ABC, triunghiurile dreptunghice ABP si ACT cu
ipotenuzele (4B) si (AC). Daca unghiurile PAB si TCA sunt complementare iar M este
mijlocul lui (BC), sa se arate ca (PM) = (MT).

2. Aritati cd ecuatia x* + 67y = 2010 are o infinitate de solutii in multimea numerelor intregi.
(GM.)

3. Fie A o multime cu 2011 elemente. Si se arate ci existd B = {X;,X,,....., Xy o} U 4, astfel
incat: 2" x1005! |(x; = x,) (X = X,)-ceveneee. (Xa000 = X2010) -
*)

Nota

Toate subiectele sunt obligatorii.

Fiecare subiect se noteaza cu puncte de la 0 la 7.

in situacie de egalitate problema notati cu (*) este considerati de departajare.
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Subiecte clasa a VIII-a

1. Fie trapezul ABCD cu AB” CD siAB=2CD. Daca M este mijlocul lui [4B], N este
mijlocul Iui [BC], ANn DM ={P} si ANn CM ={T} , determinati valoarea raportului
dintre aria triunghiului MPT si a trapezului ABCD.

2. Determinati n ¢ pentru care numarul

este rational.
nt5S

*)

3. Sasearateca: xy- 2x-2y+ 5> 0 oricare ar fi x,y0 (1,3).
(GM.)

Nota

Toate subiectele sunt obligatorii.

Fiecare subiect se noteaza cu puncte de la 0 la 7.

in situatie de egalitate problema notata cu (*) este considerata de departajare.
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Subiecte clasa a [X-a

1. Fie dreptunghiurile ABCD si ABEF in plane diferite cu FBU BC si triunghiul AEC este
echilateral cu 4C = g+/2 . Si se determine:

a) masura unghiului dintre dreptele FB si EC;
b) distanta de la punctul B la planul AEC.

2 2 2
X v z S

1
(rF 20t 22) 0+ 22)(r* 20) (F 2zt 2y) 3

2. Sa se demonstreze inegalitatea:

oricare ar fi X,y,z> 0.
(G.M.)

3. Sa se rezolve ecuatia:
02x+10 0x*+ 2x+ 20 2x- x°
2 X0 2 1=
Hx+1HD x+1 g x+1

[ ] — partea intreagd, {} — partea fractionara (*)

Nota

Toate subiectele sunt obligatorii.

Fiecare subiect se noteaza cu puncte de la 0 la 7.

in situacie de egalitate problema notata cu (*) este considerata de departajare.
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Subiecte clasa a X-a

1. Fie z0 £ culz[= 1. Aritagi & [2011z- [+ |201127 - z+ 20122 2012,

2. Fie numerele a,b,cl (0,1)si x,y,z0 (0,+ ) astfel incat a = (bc)*, b= (ca)’,si c= (ab).
Sa se arate ca:

1 : 1 . 1 <1

Xt y+2 ytz+2 ztx+2

(G.M.)

4
3. Fie numerele reale 1, 1%,,t,t, astfel incdt 0< £ <6< <8,<2M i z sint; = 0,
=1

4
Z cost, = 0. Sa se demonstreze ca ;- 4, =1, 1, = T .
i=1

(*)

Nota

Toate subiectele sunt obligatorii.

Fiecare subiect se noteaza cu puncte de la 0 la 7.

in situacie de egalitate problema notati cu (*) este considerati de departajare.
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Subiecte clasa a XI-a

0o 1 20
I. Fie matricea 4= 10 0 3.0 M,(j ). Rezolvati ecuatia X" = 4, n0 ¥° .
ﬁo 0 0f

2. Fie a 0j si (a,),,, un sir de numere reale pozitive ce verificd simultan urmatoarele
conditii:
(i) a,0(0,1);
(ii) a22n+1 = 2a,,., - azzn-p ({)nl ¥*;
1-a,,,

(lll) a2n =ax
V1= a3,

Sa se determine 0 astfel incat sirul (a,),,, sa fie convergent.

, 0)nD ¥

(G.M.)(*)

:[(p-l)x]+[(2p-l)x]+ ..... +[(np-1)x]
[(q- l)x] + [(2(]- l)x] tot [(nq- l)x]

p.q0 ¥°, p# q iar []reprezinti partea intreaga. Si se calculeze }111m a,.

3. Fiesirul (@,),;, 4, unde x0 j °,

Nota

Toate subiectele sunt obligatorii.

Fiecare subiect se noteaza cu puncte de la 0 la 7.

in situacie de egalitate problema notata cu (*) este considerata de departajare.
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Subiecte clasa a XII-a

1. a) Calculati / = I dx,unde x> 0.

1
x(x2011 + 1)
b) Fie /, = J' x"\x?+ 2011dx, n0 N,x0 R.Calculati /, si determinati o relatie de recurenti pentru
1

n e

5 G-(—Zl)  legea d —_— _ O(xt y)t 2-Txy Si te cf -
. Fie G = (-2,7) i legea de compozitie y 2xt )7 9% 6y a se arate ca :

a) (D)x,y0 GO xAyD G,
b)(G,d) este grup abelian.

3.Fie AABC,C; centrul cercului inscris in A ABC,C, centrul cercului inscris in A ABC,.
Se continud procedeul astfel incat C, este centrul cercului inscris in A ABC, . S3 se arate ca sirul

(C,) »1 €ste convergent si sd se determine limita sa.

()

Nota

Toate subiectele sunt obligatorii.

Fiecare subiect se noteaza cu puncte de la 0 la 7.

in situatie de egalitate problema notata cu (*) este considerata de departajare.



SOLUTII

CLASA a VII-a

1. Daca E si F sunt mijloacele laturilor (4B) respectiv (4AC), avem ca A
AEMEF este paralelogram. Intrucat [PE] este mediana in VAPB, (2p)

atunci (PE) = (EA) = (FM) | la fel [TF] este mediand in VACT si

(7F) = (FA)= (EM) . (2p) 3 5 T
Daca unghiurile PAB si TCA sunt complementare, atunci
0 (PAB)=0(TAC). (2p) z MO

Atunci m0 (PEB) = 2ml (PAB) = m0 (CFT) si m0 (BEM) = ml (BAC) =m0 (CFM).
Deci m0 (PEM)= m0 (TFM) , de unde VPEM =VMFT si (PM)=MT). (1p)

2. Din relatia data rezultd ca x*:670 x:67 (2p)
Deci x= 67k, kU ¢ (2p)
67° xk* + 67y = 30%67 (2p)
67xk*+ y=30, kO ¢ deci ecuatia are o infinitate de solutii intregi. (1p)

3. Din principiul cutiei observdm cd printre cele 2011 elemente ale lui A exista doud care dau
acelesi rest la impartirea prin 2010; fie X;,X, aceste elemente. Deducem ca 2010|(x1 -x,) (D).
(2p)

Pe acelasi principiu, printre cele 2009 elemente ale multimii 4~ {x,,X,} existd doud care dau
acelasi rest la impartirea prin 2008; fie X;,X, aceste elemente. Deducem ca 2008|(X3 -x,)  (2).
(2p)

Similar, la ultimul pas avem ca printre cele 3 elemente ale mulgimii 4 - B s Xa00s ) €XiSta
doua cu diferenta divizibila cu 2, deci 2|(x2009 - Xy0)  (1005).  (2p)

Astfel, inmultind relatiile (1), 2), ... ,(1005) obtinem ca
(2%4%6%.......2010)|(x, = x,) (X5 = X, )evernecs (X000 = X010 - (1p)



CLASA a VIII-a

1. Pentru ca M este mijlocul lui [4B] si AB= 2CD,
patrulaterele AMCD si MBCD sunt paralelograme, (2p)

1
CuA[AMD] - A{DMC] - A{MBC] - EAMBCD] -(1p)

. AM _ MP _ 1
Pentru ca MP||BNavem AAMP~MABN [ ——= —= —
AB BN 2
0 BN=2MP si DP= 3x.(2p) A M B
MP _ MT _ 1
Pentru ci MP || NC avem AMTP~ACTIN 0 ——= —= —0 TC= 2MT.
CN T1C 2
MPxMTssin0 (PMT) _ xpDxtxpCsint (PMT) _ MDxMCxsin0 ( PMT)
A[MPT] - 5 =4 3 _ = >4 =
2

1 11 1
EXA[DMC] - EXSXA[ABCD] - %XA[ABCD] . (2p)

2

2. Fie a,b0 ¥ cu b nenul si (a,b)=1, astfel incat 4n _52 = Z—z. (2p)
nt
.9 2 2 2 . ~ 22b°
Atunci a°n+ 5a” = 4b°n- 2b° deunderezultacd: n= -5+ (2p)

4p* - a*
Cum nl0 ¢, trebuie ca (40 - az)‘22b2 , ceea ce impreund cu faptul ca (b°,4b” - a*) = 1, implica
(46 - a*)[22 . Mai mult, 45> - &* este un numdr de forma 4k sau 4k+3, deci 4% - a*0 {- L,11}.

(2p)
Daca 4b” - a° = - 1, obtinem b=0, ceea ce este imposibil. Deci 4b° - ¢* = 11, de unde a=5, b=3, iar

n=13. (Ip)

3. Relatia data se scrie (x- 2)(y-2)+1> 0. (2p)

Din x0 (1,3) rezulti ca - 1< x- 2< 10 |x-2[<1,

Din y0 (1,3) rezultd ca - 1< y- 2< 10 [y-2|<1. (2p)
Deci 0< [x- 2xy-2[<1.(2p)

0< |(x=2)%(y- 2)|< 1 de unde rezulti concluzia. (1p)



CLASA aIX-a

1. Intrucat FBO BCsi ABU BCavem BC U (ABE), de unde BC 0 BE . (1p)
Pentru ca triunghiul AEC este echilateral avem
AB*+ BE>= BE®+ BC>= BC*+ AB[ 4

AB= BC = BE = a, deunde ABCD si ABEF sunt patrate. (2p)
Pentru ca DC ||FE si DC = EF = a, atunci DCEF este dreptunghi si 5
FD| EC. (1p)

Misura unghiului m0 (FB,EC) = ml ( DFB) .

intrucat triunghiul FBD este echilateral m0 ( FB,EC) = m0 ( DFB) = 60°.
(Ip)

Daca P este mijlocul segmentului [EC] avem EC U BP si ECU AB,
atunci EC 0 ( ABP) i (AEC) 0 (ABP) . (1p)

F

Daca BT 0 AP0 BT 0 (AEC) .Pentruca ABD BEsi ABD BCrezulti &
AB BP.

xL\/E
Din triunghil dreptunghic ABP, avem BT = 2282 . 1 2 a¥3

in triunghiul dreptunghic , avem 1P /6 3 (1p)
2
2 + + 2
2. Aplicand Titu Andriescu:z al 2 5 (x2 v z) . (3p)
(x+2y)(x+2z) x"+y +z+8(xyt yzt zx)

+ y+z)? 1
Este suficient sa demonstram ca: (x* y+2) - (1p) = calcule =
Xty 2’ +8(xy+yz+zx) 3
X'+ Y 22 xpt yztozx (2p) =
(x= )+ (y-2)+(z- %720 (A) (Ip)

D25+ 10,0, 26410 2x+ 1

Hx +IHD x2+1H_x2+1_ (2p)
02x+ 10 D2x+1% 2x+1 |
Hx+IHux+1u X+ (1p)
2x+ 1

PN LE RN (1p)
[V x-[yD=y-1, ... (¥]-Dx(»-[y]-D=0,

(5]~ DX - D=0, y0 1 - A0 [0 (p)
Deci [y]= 1.

2x+ 1 .,
1€ 5 7<2 w4120+ 1€ 2074 2, 07 < 2 i 2= 204 15 0

Deci xU [0,2] (1p)




CLASA a X-a

1. [2011z- 1= [1- 2011z|= (I1p)

|2 1= 20112]= |z - 20112°| (2p)

Se aplicd [u[* V|2 [ut V], @)ul £,v0 £ (1p)

2011z 1]+ [20112* - z+ 2012| = |z- 20112°|+ [201127 - 2+ 2012]>

> [z- 201127 + 20112” - z+ 2012|= 2012 (3p)
log, a _ log, b log, c

2.Fie 0 U (0,1). Atunci: X~ z= (Ip)

log, b+ log, ¢’ - log, ctlog, a’ log, a+log, b
log, a ‘1 log, b

xt y+ 2= +1=
log, b+ log, ¢ log, ct log, a
= (log, at log, b+t log, c)% ! + ! ?
nlog, bt log, ¢ log, ctlog, ap
1 N 1 ) 1
xty+2 log, atlog, bt log, c 1 . 1 (2p)

log, b+ log, ¢ log, ct log, a

| 1 ) 1
Z xt y+2 log, atlog, b+ log, ¢ Z 1 . 1 (1p)
log, b+ log, ¢ log, ct log, a
+ +
2 90 gyapson Lo @th
Dar: l+ 1 2 l+ 1 4 (2p)
a b a b
Avem:
Z . 1 Olog, b+ 2logac+logaa+ 2log, a+logab+logac+
xty+2 logaa+logab+logacH 4 4 |
+logaa+ 210gab+logacD_1 (p)
4 i
3. Fie A/(cost,sint,), i= 1,4 si vectorii 17[ = O_A, (1Ip)
4 _
Din ipoteza rezulta ca 2 v.= 0 iar ‘V,-‘ =lLi=14 (1p)
i=1
Fie\jl+v_2=O_M¢ 0 giv_3+v_4:O_N¢(_)cu OM+ON=0
(Ip)
’OAIMAZI si [0A3NA4] sunt romburi cu latura 1 si diagonalele OM si ON in prelungire (1p)
AOAM = AOAN (L.L.L)0D SMOA, = SNOA, (1p)
Cum M-O-N coliniare rezultd 4, - O- A4, coliniare deci #,-t, =T
Analog t;- t, =1 (1p)

v, + v, # Oreducere la



absurd. o
Presupunem v, + v,= 00 v, +v,= 0
LEttm>m,t, =+ m,t> >0 0 ¢, > 21 contradictie .



CLASA a XI-a

Oa b ¢l
0 <
l. X"= A0 AX=X40 X=70 a 3b. (2p)
Ho 0 af
00 b ¢
Dar X = al;t DO 0 3b:: al;+ B ; I, comutd cu B
Ho 0 0f
0 X"=(al,+ B)" = C(al,)"+ C\(al,)"'B+ C:(al,)" > B, deoarece B* = O,, (0)k>3
%a” na"'b na"'c+ @3[)29
0 +
0 X"=00 a" 3a"'b : (2p)
go 0 a'
0 0
10 b ¢ Ho 0 30
1 a"=00 a=00 X=70 0 3650 X*z30 0 0. (1p)
ﬁo 0 07 100 07
Deci ecuatia are solutii daca si numai dacd n=1, deci X=A. (1p)

2. Din (i) avem 0< g, <1

Din (ii) pentru n=1 avem a;=2a-a’ =1-(a-1y<1 si a;=a2-a)>0,a,>0

0 a,0(0,1) (1p)
Prin inductie se demonstreaza ca (a,,.,),,; sir marginit(0 (0,1)) si (1p)
a22n+1 - a22n-l = 2a,,, - 2azzn—1 = 2a,,,(1- 2a,,,)> 00 (@y,,),,, crescitor (1p)

deci (a,,,,),»; convergent deci exista }l%no}azn+1 =40, 0 F=2-170 L=1

(sir crescator) (2p)
(i) 0 -dy, = ~2ay,,t a5, [F10 1- a3, = (1~ a,, ) O \/1- . x\/1+ ay,, = 1- @, sicu
relatia (iii) obtinem a,, = 0 X1+ a,,,, (1p)

. . 2
(a,) convergent - lima,, = lima,,, - 5,=4q V2:1- 0= g (Ip)

_ [(p-l)x]+[(2p-1)x]+ ..... +[(np-1)x]
" [(q- l)x‘ ¥ [(Zq- l)x] +ot [(nq- l)x]

3.a

Notam b, = [(p- Dx|+ [2p- Dx|+ ...t [(np - Dx] si ¢, = [(g~ Dx|+[(2g - Dx] + ...t [(ng - 1)x]
(p-Dx-1<[(p-Dx]< (p- Dx

(np = Dx- 1< [(np- Dx]< (np- Dx (2p)
Se aduna relatiile:

t p- t p-
n(np 2p 2) e b < n(np 2p Dy

tp- tp-
nprp 2X'1S b_ﬂsnp—p2x[| hmb_’;:E (lp)
2n n o n 2n neept 2



(3p)

n -

ORI

Analog lim
(Ip)

=N| o

Q|

Deci lima,



CLASA AXII-A

Uosa o -q
tRecte! T
a) balewlal - S’_P____okmxm.
: KOS +0)

b) By =K orzon dle, ner ¥eR taloubak lo #
&d—er WOQH 0 Fetc\hf QU [‘@QLU\QN{’Q F@nkfui

/

arera:
) A am cen o0 ) L
pHjtes T 0w u e )
Faeltzone C(r)

b) SK\“ K‘{-ZOH J
Nyigzoit

=z =" a0 ™) (&raon —cnthin —tzol (0 Tz (zp) =

= fx“ﬂ ((x%zol) dxet ol fzc“”'- (Eezoi) o=

A 0D+ 2ot () lap = (M Ly ) ettt b, 0z2 (p)

\‘ 2. e ol A = < © ( ZO 4 ( & 1

13
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=9
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