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Clasa a VIII-a

1.Fie z, y numere rationale nenule. Aratati ca daca Z’\\/gigg este numar rational,

atunci|z|= |y|.

(Gazeta matematicd, 5/2011)

Solutie si barem:

Fie Z\\/giig =a,ac Q. Avem V5(z — ay) =V3(ax —y). ... (1p)
Daca z — ay = 0, atunci axfy:O,deundeazizg,

adicd T2 = Y2 81 |Z|= Y] oo (2p)
Daca = — ay # 0, atunci az —y # 0 si % = e =b b QL. (1p)
Deci @ =b. Fieb=",m,n"si(mn)=1 ................................. (1p)
Atunci Y55 = ™ de unde 15 = 975 sau 15n>= 9m? sau 5n°= 3m?2, de unde 5/m. (1p)

Deci m = 5k(k *) si 5n*= 75k?,
de unde n?= 15k? si 5/n?, adica 5/n, contradictie. .....................ii... (1p)



2. a) Sa se determine numerele naturale n, patrate perfecte, pentru care
1+3-5-17 .- (22" +1) <22,

b) Rezolvati in multimea numerelor intregi ecuatia " + y*" = 2011, unde n € N.

(Maria Sas, Bistrita)

Barem de corectura:
a) Avem:

430517 (22 41) < 2 o 1 (22— 1) (22 1) (22 41) (22 4 1)
(27 1) (2 )< 2 e 14 (22— 1) (2 4 1) (2 1) (22 )
<Mt (2 -1) (2 H1) () <M e e (27 <

2201y 92" 920Uy, OnHL 2 9011 > 1 < O, oot (2p)
Insa n este patrat perfect, deci n {0, 1,4, 9}, ... i (1p)
b) n = 0 implicd z + y = 2011, de unde (z, y) {(k; 2011 - k)}, k€ Z. ....... (2p)

n n 2n 2n 2n—1 2 2—1 2 2
Dacia n > 1, atunci 2" + y*" = 227" + 3?7 = <x2 ) + <z2 ) . Insa resturile
impartirii unui patrat perfect la 4 sunt 0 sau 1, iar resturile impartirii sumei a doua
patrate perfecte la 4 sunt 0, 1. Sau 2. ...ttt (1p)
Cum 2011 = M4 + 3, urmeaza cd ecuatia nu are solutie inZ x Z , daca n >1. .. (1p)



3. Fie cubul ABCDA’B’C’D’ si punctele M si N proiectiile punctului A pe bisec-
toarea unghiului ABD’ si, respectiv, pe bisectoarea unghiului AB’D’.

i) Aratati ca:

a) MN 1 AC;

b) Dreptele AA” si MN sunt necoplanare.

ii) Cate plane egal depirtate de punctele M, N, A si A’ exista? Justificati.

(Artur Bilducs, Nicolae Sanda)

Barem de corecturad:
a) Fie AM N BD’ = {M’}. Triunghiul ABM’ este isoscel (bisectoarea <ABD’ coincide
cu indltimea), deci (BM) este mediani, adicad (AM) = (MM’). AAB’D’ este echilateral,

deci N este mijlocul segmentului (AD’). ....... ... i (1p)
Urmeaza ca [MN] este linie mijlocie in AAD’M’ si MN ||BD’ (1) .............. (1p)
Cum AC L (BDD’) si BD’ C (BDD’), conchidem cd AC L BD’, (2). Din (1) si (2)
rezultd cd MN L AC. . (1p)

b) Daca AA’ || MN, atunci am avea AA’ ||BD’, contradictie! Daci AA’ NMN # @,
atunciMN C (AA’D) si cum MN C (ABD’), ar rezulta (AA’D) N (ABD’) = MN,
adica AD’ = MN, contradictie! Prin urmare, dreptele AA’ si MN sunt necoplanare.
(1p)

2. Lemi. Daca planul « contine mijlocul T al segmentului [VU] atunci, punctele
U si V sunt egal departate de planul c.
Intr-adevar, fie UU’ L asi VV' La (U, V' €a). AUU'T = AVV'T (1U.), deci
UU = VV’. Acum, fie punctele E, F, G, H, I, K mijloacele muchiilor AM, NM, NA,
AA’) A'N si, respectiv, A’M ale tetraedrului AMNA’. Planul (HIK) contine mijloacele
muchiilor AA’, A’N si A’M deci, conform lemei conchidem ca punctele A, A, N, M
sunt egal departate de acest plan. .......... ... .. ... .. (1p)

Analog, punctele A’) A, N, M sunt egal departate de planele (EFK), (HGE) si
(GIF) — 4 plane. ... (1p)
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Segmentele (HK) si (GF) sunt linii mijlocii in A A’AM si ANAM deci, HK ||AM
si GF ||AM, urmeaza ca dreptele HK si GF sunt coplanare. Planul (HGF') contine
mijloacele muchiilor AA’) AN, MN si MA’ si conform lemei punctele A, M, N, A’ sunt

egal departate de acesta. Analog, planele (HEF) si (GEK ) au aceeasi proprietate. Prin
(1p)

urmare, SUNt 7 plane. . ...
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