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1.Fie x, y numere rat
,
ionale nenule. Ar tat

,
i c  dac  x

√
5+y

√
3

y
√
5+x

√
3
este num r rat

,
ional,

atunci|x |= |y |.

(Gazeta matematic , 5/2011)

Solut
,
ie s

,
i barem:

Fie x
√
5+y

√
3

y
√
5+x

√
3
= a, a∈ Q . Avem

√
5(x � ay) =

√
3(ax � y). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

Dac  x � ay = 0, atunci ax � y = 0, de unde a = x
y
= y

x
,

adic  x 2 = y2 s
,
i |x |= |y |. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(2p)

Dac  x � ay ̸= 0, atunci ax � y ̸= 0 s
,
i

√
5√
3
= ax−y

x−ay
=b, b Q∗

+. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

Deci
√
15
3

=b. Fie b = m
n
, m, n ∗ s

,
i (m, n) = 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

Atunci
√
15
3

= m
n
, de unde 15 = 9m2

n2 sau 15n2= 9m2 sau 5n2= 3m2, de unde 5/m. (1p)
Deci m = 5k(k ∗) s

,
i 5n2= 75k 2,

de unde n2= 15k 2 s
,
i 5/n2, adic  5/n, contradict

,
ie. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)



2. a) S  se determine numerele naturale n, p trate perfecte, pentru care

1 + 3 · 5 · 17 ·...·
(
22

n
+ 1

)
< 22011.

b) Rezolvat
,
i în mult

,
imea numerelor întregi ecuat

,
ia x4n + y4

n
= 2011, unde n ϵ N.

(Maria Sas, Bistrit
,
a)

Barem de corectur :
a) Avem:

1 + 3 · 5 · 17 ·...·
(
22

n
+ 1

)
< 22011 ⇔ 1 +

(
22

0 − 1
)
·
(
22

0
+ 1

)
·
(
22

1
+ 1

)
·
(
22

2
+ 1

)
·...·

·... ·
(
22

n − 1
+ 1

)
·
(
22

n
+ 1

)
< 22011 ⇔ 1 +

(
22

1 − 1
)
·
(
22

1
+ 1

)
·
(
22

2
+ 1

)
· ... ·

(
22

n
+ 1

)
< 22011 ⇔ 1 +

(
22

2 − 1
)
·
(
22

2
+ 1

)
· ... ·

(
22

n
+ 1

)
< 22011 ⇔ ... ⇔ 1 +

(
22

n+1 − 1
)
<

22011⇔ 22
n+1

< 22011⇔ 2n+1< 2011 ⇔ n ≤ 9. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)
Îns  n este p trat perfect, deci n {0, 1, 4, 9}. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)
b) n = 0 implic  x + y = 2011, de unde (x, y) {(k ; 2011 � k)}, k ∈ Z . . . . . . . . (2p)

Dac  n ≥ 1, atunci x4n + y4
n
= x22n + y2

2n
=

(
x22n−1

)2

+
(
z2

2−1
)2

. Îns  resturile
împ rt

,
irii unui p trat perfect la 4 sunt 0 sau 1, iar resturile împ rt

,
irii sumei a dou 

p trate perfecte la 4 sunt 0, 1. sau 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)
Cum 2011 = M4 + 3, urmeaz  c  ecuat

,
ia nu are solut

,
ie înZ× Z , dac  n ≥1. . . (1p)



3. Fie cubul ABCDA'B'C'D' s
,
i punctele M s

,
i N proiect

,
iile punctului A pe bisec-

toarea unghiului ABD' s
,
i, respectiv, pe bisectoarea unghiului AB'D'.

i) Ar tat
,
i c :

a) MN ⊥ AC ;

b) Dreptele AA' s
,
i MN sunt necoplanare.

ii) Câte plane egal dep rtate de punctele M, N, A s
,
i A' exist ? Justi�cat

,
i.

(Artur B l uc , Nicolae Sanda)

Barem de corectur :

a) Fie AM ∩ BD' = {M'}. Triunghiul ABM' este isoscel (bisectoarea ^ABD' coincide
cu în lt

,
imea), deci (BM ) este median , adic  (AM ) ≡ (MM' ). ∆AB'D' este echilateral,

deci N este mijlocul segmentului (AD' ). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(1p)
Urmeaz  c  [MN ] este linie mijlocie în ∆AD'M' s

,
i MN ||BD' (1) . . . . . . . . . . . . . . (1p)

Cum AC ⊥ (BDD' ) s
,
i BD' ⊂ (BDD' ), conchidem c  AC ⊥ BD', (2). Din (1) s

,
i (2)

rezult  c  MN ⊥ AC. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)
b) Dac  AA' ∥ MN, atunci am avea AA' ||BD', contradict

,
ie! Dac  AA' ∩MN ̸= Φ,

atunciMN ⊂ (AA'D) s
,
i cum MN ⊂ (ABD' ), ar rezulta (AA'D) ∩ (ABD' ) = MN,

adic  AD' = MN, contradict
,
ie! Prin urmare, dreptele AA' s

,
i MN sunt necoplanare.

(1p)
2. Lem . Dac  planul α cont

,
ine mijlocul T al segmentului [VU] atunci, punctele

U s
,
i V sunt egal dep rtate de planul α.

Într-adev r, �e UU' ⊥ α s
,
i VV' ⊥ α (U', V' ∈ α). ∆UU'T ≡ ∆VV'T (I.U.), deci

UU' = VV'. Acum, �e punctele E, F, G, H, I, K mijloacele muchiilor AM, NM, NA,
AA', A'N s

,
i, respectiv, A'M ale tetraedrului AMNA'. Planul (HIK ) cont

,
ine mijloacele

muchiilor AA', A'N s
,
i A'M deci, conform lemei conchidem c  punctele A', A, N, M

sunt egal dep rtate de acest plan. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)
Analog, punctele A', A, N, M sunt egal dep rtate de planele (EFK ), (HGE ) s

,
i

(GIF ) � 4 plane. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)



Segmentele (HK ) s
,
i (GF ) sunt linii mijlocii în ∆ A'AM s

,
i ∆NAM deci, HK ||AM

s
,
i GF ||AM, urmeaz  c  dreptele HK s

,
i GF sunt coplanare. Planul (HGF ) cont

,
ine

mijloacele muchiilor AA', AN, MN s
,
i MA' s

,
i conform lemei punctele A, M, N, A' sunt

egal dep rtate de acesta. Analog, planele (HEF ) s
,
i (GEK ) au aceeas

,
i proprietate. Prin

urmare, sunt 7 plane. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)


