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1. a) S& se determine valorile naturale ale lui n, pentru care fractia se poate
simplifica.

b) Aritati ci nu existd numere naturale nenule z, y, z pentru care 2% + y? = 7 - (,
z)siz? + 22 =7 (z,9). (Am notat cu (a, b) cel mai mare divizor comun al numerelor
naturale a si b.)

Gazeta Matematici, 5/2011

Barem de corectura:

a) Fie p € N*| p prim, astfel incat p/2n — 1 si p/9n + 4. Deci p/9 - (2n — 1) si
p/2 - (9n + 4), de unde p/(18n + 8) — (18n — 9), adica p/17 si cum p este prim rezultd

D= LT (2p)
. 17k +1 .

Prin urmare, 2n — 1 = 17k(k € N), de unde n = 5 €Nsik =2qg + 1(q € N),

adicA n = 17¢ + 9, ¢ € N. (1p)

b) Resturile impartirii unui numér natural patrat perfect la 7 sunt: 0, 1, 2 sau 4.
Deci restul impartirii numéarului z2 + y? la 7 este 0 daci si numai daca 7/z si 7/y. (1p)

Din 22 + y*> = 7 - (z, z) rezultd ¢ 7/ z* + y?, adica restul impértirii lui 2% + y* la
7 este egal cu 0 si urmeaza ca 7/ 1 T/Y. .o (1p)

Fie (z, z) = ¢ si (z, y) = d. Atunci exista m, n, p, ¢ € N* astfel incat: = = me; 2z
=nc;x =pdsiy = qd cu (m, n) =1si(p, q) = 1.

Deci 22 + y? = m*c*+ ¢?d*= Tcsi z? + 2% = p?d*+ n?c*=7d, (¥). ........ (1p)

Insd din 7/z si 7/y rezultd o = 7r si y = 7s, unde r, s * si 2 + y? = 4972+ 495%=
7c, de unde 7/¢, deci ¢ > 7. Analog, d > 7.

Urmeaza cd (m*+ n?) - ¢*> Tesi (¢*+ p?) - d*> 7d, de unde (m*+ n?) - ¢® + (¢*+
p?) - d* > Tc + 7d, in contradictie cu relatia (*). ..., (1p)



2. a) Rezolvati in Z x Z ecuatia /22 —y= 4 — 22
n+1
b) Sa fl € N* | stiind ca fractiille: ——— si — t echivalente.
) Sé se afle n ,stiind cd fractiile: ooo—— si o sunt ec 1vaen.e
Rodica Coman

Barem de corectura:

2. a) Din conditiile de existenta a radicalului avem relatiile: z2 —y > 0si 4 — 22 >

0,deunde 22 < 4, deciz € {-2;-1;0; 12}, oot (1p)
z € {-2; 2} implicd /4 —y = 0, de unde y = 4.
z € {-1;1} implicd /1 —y =3,deunde y =~ 8. ..., (1p)
z — 0 implicd \/—y — 4, de unde y — — 16. Deci (z, y) € {(-2; 4); (-1; -8); (0; —16);
(15 =8)5(2; A) e o (1p)
b) Din o+l 10 (1) rezulta 261(n + 1) = 10(3n* + 2n), de unde n +
3n?+4+2n 261 ’
1/30m2 + 20m sau n + 1/30(n® = 1) +20(n + 1) + 10, ..ooiiiiiiiii... (1p)
Cum n + 1/30(n? — 1) + 20(n + 1) rezultad n + 1/10. ................co.... (1p)
Decin +1€{1,2,5, 10} sin e {1,4, 9} ..o, (1p)
Verifica relatia (1) doar n = 9, solutie. ..., (1p)
Alte abordari:
n+1

10
o = %61 este echivalentd cu 30n? — 241n = 261, de unde n /261,
n n

adica n € {1, 3,9, 87, 29, 261}. VerificA numai n = 9.

i) Ecuatia

ii) Se arata cd functia 307 1 on este ireductibila oricare ar fi n € N* si urmeaza ca n
n n

+ 1 =10, de unde n = 9.



3. Se considera paralelogramul ABCD si punctele E, F, O, M, P si N astfel incat:
E €(AB),F €(AB), AE = FB — %; {0} = AC NBD; DE NFC = {M}; MO
NAB = {P}; DP N MB = {N} si AB = 12 cm.

a) Aflati lungimea segmentului (PE).

b) Ardtati ca patrulaterul MNOE este paralelogram.

¢) Daca BC = AM = ATB, aratati ca dreptele BD si BC sunt perpendiculare, iar
triunghiul NOE este echilateral.

Artur Baliauca, Nicolae Sanda

Baremﬂde corectura:

!

3. a) In DMC, (EF) este linie mijlocie pentru ci EF ||CD si EF — AQ—B = OTD
(1p)
Deci, (DE) = (EM) si cum (OD) = (OB) rezultd ci punctul P este centru de
greutate al BDM. ... ... (1p)
Conchidem ca EP = ? = %AB : % =3O ot (1p)
b) Triunghiul ONE este triunghiul median al DBM, deci MNOE este paralelogram.
(1p)

¢) Cum (OP) si (OF) sunt linii mijlocii in ABC' si, respectiv, AMC rezultd caOP

BC AM AB B
= —=—=0F= o =3 cm. Cum PF = o =3 c¢m rezulta ca triunghiul OPF

2 2
este echilateral. .. ... .. . (1p)
. PB
In OPB, OF este mediana si OF = deci m(<tPOB) = 90° = m(<tADB) (core-
spondente). Prin urmare, AD LBD si BD LBC. ............cc.coooiiiii... (1p)

In ADM isoscel, mediana AE este si mediatoarea segmentului (MD). Deci (BD) =
(MB) si cam m(DBM) — 60°, urmeazi ca MDB este echilateral, de unde rezulta ca si

triunghiul sdu median este echilateral. ......... .. .. .. .. ... ... (1p)



