Concursul Interjudetean
"Matematica, de drag"
Editia a VI - a, Bistrita
18 - 20 noiembrie 2011

Clasa a X-a

1. Consideram numerele complexe z1, 2o, ... ,z, Re z. > 0, Im z, > 0 pentru orice
ke{l,2,..,n}.50 se arate cd |21 + 2o + ... + 25| > 1(|z1] + 22| + ... + |20]).

G.M. 6/2011

Solutie si barem:

Avem:
|zi| < Re z + Im 2z, ke {1,2,...,n}2p

si deci

Solakl SDTRe 2z + Y 0 Im Zh oo 1p
de unde rezultd ci cel putin una din sumele ) Re zj si > I'm zj este mai mare sau cel
putin egala cu %Z 157 I 2p
S& presupunem & Y Re 2 > 50 | 2k oo 1p
Atunci:

Yz =D Re 2k > 23 | 2k oo 1p

ceea ce trebuia demonstrat.
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2. Sa se arate ca pentru orice n natural, n > 2, avem ca:
Asinayz - sinasx - ... - sina,x + B cosai1x - cos asx - ... - cos a,x < max{|A|, |B|}

Ancuta Mititean, Bistrita

unde ai, as, ... ,a,, A, B, r numere reale arbitrare.

Solutie si barem:

Avem:

|Asinayz - sinagx - ... - sina,x + B cosax - cosasx - ... - cos a,x| <

< |A||sinayz - sinagx - ... - sina,x| + | B|| cos a1z - cosasx - ... - cosapx| <........... 2p
< maz{|A|,|B|}(|sin a1z - sin asx| + |cosa,x - cos asx|) = max{|Al,|B|}E .......... 2p
unde

E = |sinayz - sinasx| + [cosa;x - cosasx| = Fcos(a; L ag)m, coovvioiiiiiiiiiiiL. 1p
dech B Sl 1p
Atunci:

Asinayz - sinasx - ... - sina,r + Beosax - cosasx - ... - cosa,z < max{|Al,|B|}....1p.
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3. Fie ay, as, ... ,a, €(0,00), ardtati ca ecuatia

n n
doim Vit aipT =) Vi —

CU Qpyq = a1 are o singura solutie.

Dumitru Acu, Sibiu.

Solutie si barem:
Functia v : R — R, u(z) = mz +n, m > 0, n > 0, este descrescatoare pentru x € R,
iar v: R — R, v(x) = —mx +n, m >0, n > 0 este strict descrescdtoare ......... 1p
De asemenea, functia: p(z) = /mx +n, m > 0, n > 0 este strict crescitoare pentru
r > — iar functia q(x) = v/—=mz +n, m >0, n > 0 este strict descrescitoare pentru

L 1p
m

Notam: f(z) = >21_, va; + aiai@ sicu g(z) = 3700, Vairn — 4, Gnir = ar.

f este strict crescatoare, fiind suma de functii strict crescatoare, .................. 0.5p

iar g este strict descrescatoare, fiind suma de functii strict ddescrescatoare .. ..... 0.5p

Se observa cd f(z) = Y1, /a; = ¢g(0), ceea ce ne aratd = = 0 este o solutie a ecuatiei

Ip
Daca x; < 0 este o solutie a ecuatiei date, atunci:

fa1) < £(0) = 9(0) < g(z1)

ceeea ce ne arata cad x; < 0, nu este solutie a ecuatiei............. ... ... ... ... 1p

Daca x; > 0 este o solutie a ecuatiei date, atunci:

f(z2) > f(0) = g(0) > g(x2), contradictie. .........coooviiiiiiiiiiiii i, 1p

Asadar, ecuatia datd are numai solutia . =0 ....... ... ... i 1p.



