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1. Consider m numerele complexe z1, z2, ... , zn Re zk > 0, Im zk > 0 pentru orice

k ε {1, 2, ..., n}.S  se arate c  |z1 + z2 + ...+ zn| ≥ 1
2
(|z1|+ |z2|+ ...+ |zn|).

G.M. 6/2011

Solut
,
ie s

,
i barem:

Avem:

|zk| ≤ Re zk + Im zk, k ε {1, 2, ..., n}2p

s
,
i deci∑
|zk| ≤

∑
Re zk +

∑n
k=1 Im zk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

de unde rezult  c  cel put
,
in una din sumele

∑
Re zk s

,
i
∑
Im zk este mai mare sau cel

put
,
in egal  cu 1

2

∑
| zk | . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

S  presupunem c 
∑
Re zk ≥ 1

2

∑
| zk | . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Atunci:

|
∑
zk |≥

∑
Re zk ≥ 1

2

∑
| zk | . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

ceea ce trebuia demonstrat.
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2. S  se arate c  pentru orice n natural, n ≥ 2, avem c :

A sin a1x · sin a2x · ... · sin anx+B cos a1x · cos a2x · ... · cos anx ≤ max{|A|, |B|}

Ancut
,
a Mititean, Bistrit

,
a

unde a1, a2, ... , an, A, B, x numere reale arbitrare.

Solut
,
ie s

,
i barem:

Avem:

|A sin a1x · sin a2x · ... · sin anx+B cos a1x · cos a2x · ... · cos anx| ≤
≤ |A|| sin a1x · sin a2x · ... · sin anx|+ |B|| cos a1x · cos a2x · ... · cos anx| ≤ . . . . . . . . . . . 2p

≤ max{|A|, |B|}(| sin a1x · sin a2x|+ |cosa1x · cos a2x|) = max{|A|, |B|}E . . . . . . . . . . 2p

unde

E = | sin a1x · sin a2x|+ |cosa1x · cos a2x| = ± cos(a1 ± a2)x, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
deci E ≤ 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Atunci:

A sin a1x · sin a2x · ... · sin anx+B cos a1x · cos a2x · ... · cos anx ≤ max{|A|, |B|} . . . . 1p.
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3. Fie a1, a2, ... , an ε(0,∞), ar tat
,
i c  ecuat

,
ia∑n

i=1

√
ai + ai+1x =

∑n
i=1

√
ai+1 − aix

cu an+1 = a1 are o singur  solut
,
ie.

Dumitru Acu, Sibiu.

Solut
,
ie s

,
i barem:

Funct
,
ia u : R −→ R, u(x) = mx+ n, m > 0, n > 0, este descresc toare pentru x ε R,

iar v : R −→ R, v(x) = −mx+ n, m > 0, n > 0 este strict descresc toare . . . . . . . . . 1p

De asemenea, funct
,
ia: p(x) =

√
mx+ n, m > 0, n > 0 este strict cresc toare pentru

x ≥ − n
m
, iar funct

,
ia q(x) =

√
−mx+ n, m > 0, n > 0 este strict descresc toare pentru

x ≤ n
m
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Not m: f(x) =
∑n

i=1

√
ai + ai+1x s

,
i cu g(x) =

∑n
i=1

√
ai+1 − aix, an+1 = a1.

f este strict cresc toare, �ind sum  de funct
,
ii strict cresc toare, . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5p

iar g este strict descresc toare, �ind sum  de funct
,
ii strict ddescresc toare . . . . . . . 0.5p

Se observ  c  f(x) =
∑n

i=1

√
ai = g(0), ceea ce ne arat  x = 0 este o solut

,
ie a ecuat

,
iei

1p

Dac  x1 < 0 este o solut
,
ie a ecuat

,
iei date, atunci:

f(x1) < f(0) = g(0) < g(x1)

ceeea ce ne arat  c  x1 < 0, nu este solut
,
ie a ecuat

,
iei . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Dac  x1 > 0 este o solut
,
ie a ecuat

,
iei date, atunci:

f(x2) > f(0) = g(0) > g(x2), contradict, ie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

As
,
adar, ecuat

,
ia dat  are numai solut

,
ia x = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p.


