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1. Aratati ca nu exista nici un numar natural care sa se mareasca de 2, 5,
6 sau 8 ori prin mutarea primei cifre la sfargitul numarului.

2. a) Determinati numerele strict pozitive a si b astfel incat
an 4 bn — an+1 4 bn+1 — an+2 4 bn+2
pentru un numar natural n > 2 fixat.

b) Daca a, b si ¢ sunt numere naturale avandu-1 pe 1 drept cel mai

. 11 : :
mare divizor comun gi — + 5 + — =1, arataticaa+ b, a — c si
c

b — ¢ sunt patrate perfecte.

3. Fie P/O\Q un unghi ascutit si B € (OQ. Construim din B o perpendi-
culara pe OP care intersecteaza aceasta dreapta in A. Punctul C' este
ales astfel incat triunghiul ABC' sa fie echilateral, iar O si C' sa nu fie
de aceeasi parte a dreptei AB. Fie D simetricul lui C' fata de OP si

M € (OQ astfel incat [OC]| = [OM]. Stiind ca m(P/O\C') = %m(P/O\Q),

a) aratati ca [AD] = [CM];
b) calculati m(P/O\Q)

4. Un gardian deschide pe rand toate celulele unei inchisori, care sunt
asezate in linie dreapta. Apoi, el inchide celulele cu numarul 2, 4, 6
s. a. m. d. Dupa aceea, luand celulele din 3 in 3, rasuceste cheia in
broasca acestor celule, inchizandu-le pe cele deschise si deschizandu-le
pe cele inchise. El continua in acest fel, la pasul ¢ luand celulele 7, 2i,
31, ..., si rasucind cheia in broasca lor. Detinutii ale caror celule au
ramas deschise dupa efectuarea tuturor operatiilor posibile de acest fel
sunt pusi in libertate.

Sa se arate ca detinutii eliberati vor fi cei din celulele avand numarul de
ordine un patrat perfect. (Fiecare operatie incepe din dreptul primei
celule.)

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii. Timp de lucru efectiv 3 ore.
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Subiectul 1.

e Arata ca prima cifra poate fi doar 1, dar prin mutarea acesteia la
sfargitul numarului, acesta nu este multiplu de 5, deci nu exista astfel
de NUMETe .. ... 1p

e Arata ca prima cifra poate fi doar 1, dar prin mutarea acesteia la
sfargitul numarului, acesta nu este multiplu de 6, deci nu exista astfel
de NUMETe .. ... 1p

e Arata ca prima cifra poate fi doar 1, dar prin mutarea acesteia la
sfargitul numarului, acesta nu este multiplu de 8, deci nu exista astfel
de NUIMNETE ..o e 1p

e In cazul numarului care se dubleaza, prima cifra este 2 sau 4 ...... 1p

e Daca prima cifra este 2, atunci 2zy ...zt -2 =xzy...z2t2 si t este 1 sau

e Dacat =1, atunci 2zy ... z1 este impar, iar xy ... z12 este multiplu de
4, contradictie .......... 0,75p

e Daca t =6, atunci 2zy ... 26 -2 = My, iar zy...62 # My,
contradictie .........o 0,75p

e Daca prima cifra este 4, atunci 4oy ...zt -2 = xy...zt4, deci t este 2
S T ettt 1p



Dacd t =2, dzy...22-2 =xy...224 51 z este 1 sau 6. In primul caz,

dxy ... 122 = Mgsixy...124 # Ms. In al doilea caz, 4xy ... 62-2 # My

Slay...0624 = Mg oo 0,75p

Dacat =7, 4xy...27-2 = xy...274 g1 z este 3 sau 8. Arata ca in
ambele cazuri nu exista astfel de numere ............... ... .. ... 0,75p

Subiectul 2.

a) Observa ca a2 + "2 = (a + b)(a"™ + b" ™) —ab(a™ +0") ... 1p

Noteaza x = a” + b" si observa ca x = (a + b)x — abx, deci

(@—=1)b—1) = 0. 1p

Dacaa=1,atuncib=1giinvers ............cccoiiiiiieeiin .. 1p

b) Arata ca a, b, ¢ - distincte. ... 1p
3 1 1 1 3

Presupunea >b>c=-< -+ -+-<-=c<3.............. 1p
a a b ¢ ¢

C=1NUCONVINE ... ... 0,5p
11 1 2 1 1

Pentru ¢ = 2 rezulta — + - = —. Atunci — < — 4+ - < —, de unde

) a b 2 a a b b
b=3,deci @ =10 ..o 2,5p
Solutia a = 6, b = 3, ¢ = 2 verifica conditia problemei.............. 1p

Subiectul 3.

OfCIU . 1p
Figura ... o 1p
a) AADC este echilateral, AADC = AABC'si [AD] = [DC| = [AC] =
[AB] = [CB] (1) oot Ip
ADOC este isoscel si m(D/O\C) = 2z, unde x = m(P/O\C) ......... 1p
ADOC = AMOC, deci [DCO]=[CM] (2) covvviiiiiiiii. Ip



e Din (1), (2) rezulta ca [AD] = [CM] ..., 0,5p

e b) [CB] = [CM], deci m(CBM) = m(CMB) (3)..\voeeeen 1p
o m(CMB) = m(OCM) = B8=22 — 90° — - (4) .................... 1p
o CBMM este exterior AOBC, deci m(@) =30°4+32 (5)....... 1.5p
e Din (3), (4) si (5) rezulta ca = 15°, deci m(P/O\Q) =45°. ... 1p

Subiectul 4.

o OfiCIU ..o 1p
e Celula q a fost inchisa si deschisa in total de m ori, unde m este numarul

divizorilor Tui q ... ..o 3p
e Celula ¢ ramane deschisa daca m este un numar impar ........... 2p

Perfect .. 3p
e Finalizare ... ... ... 1p





