Ministerul Educatiei, Cercetarii, Tineretului si Sportului
Societatea de Stiinte Matematice din Romania

Olimpiada Nationala de Matematica

Etapa Judeteana si a Municipiului Bucuresti, 12 Martie 2011

CLASA a VIII-a

Problema 1. a) Demonstrati ca 3a® — 2a + 3 > %, pentru orice numar
real a.
b) Determinati numerele reale x i y cu proprietatea ca

(22 —z+1)(3y> —2y+3)—2=0.

Problema 2. a) Aritati cd numirul m? — m + 1 apartine multimii
{n? +n+1|n €N}, oricare ar fi m numéir natural nenul.

b) Fie p un patrat perfect, p > 1. Demonstrati ca existd numerele
naturale nenule r si ¢ astfel incat p> +p+1= (r2+r+1)(¢> +q+1).

Problema 3. Fie ABCA'B'C’ o prismi triunghiulard dreaptd cu
bazele triunghiuri echilaterale. Un plan « ce contine punctul A intersecteaza
semidreptele (BB’ si (CC’' in punctele E gi F astfel Incat
arita AABFE + aria AACF = aria AAEF. Determinati masura unghiului
format de planul (AEF) cu planul (BCC").

Problema 4. Determinati numerele naturale m pentru care

{v/m} = {/m + 2011}.

Nota. {x} este partea fractionara a numarului real z.

Timp de lucru 8 ore. Se acordad in plus 30 de minute pentru intrebari.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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CLASA a VIII-a

Problema 1. a) Demonstrati ca 3a® —2a+3 > %, pentru orice numar
real a.
b) Determinati numerele reale x i y cu proprietatea ca

(22 —z+1)(3y> —2y+3)—2=0.

Solutie. a) Inegalitatea se scrie 3a? — 2a + % >0<=92—-6a+1>0

.............................................................. 1 punct

echivalent cu (3a — 1)? > 0, ceea ce este adevirat.

............................................................. 2 puncte

b) Avem 22 —z+1=(z —1)2+3 > 2

.............................................................. 1 punct

Conform punctului anterior, 3y% — 2y + 3 > %

Rezulta cd (22 —z+1)(3y> — 2y +3) > 2. % = 2, oricare ar fi numerele

reale x, y.

.............................................................. 1 punct

Egalitatea se obtine pentru (3y —1)2=0si (z — )% =0

.............................................................. 1 punct
1 . 1

deundex:§§1y:§.

.............................................................. 1 punct

Problema 2. a) Aritati cd numirul m? — m + 1 apartine multimii
{n? +n+1|n €N}, oricare ar fi m numar natural nenul.

b) Fie p un patrat perfect, p > 1. Demonstrati ca exista numerele
naturale nenule r si ¢ astfel incat p> +p+1= (r2+r+1)(¢> +q+1).

Solutie.

a) Avem m? —m+1=m—-12+(m—-1)+1
............................................................. 2 puncte
Cum m—1 > 0, rezultd m—1 € N, deci m®2—m+1 € {n?4+n+1|n € N}.
.............................................................. 1 punct
b) Fie k numar natural astfel incat p = k2. Avem k > 2, deoarece p > 1
.............................................................. 1 punct
Cump? +p+1=k*+ Kk +1= (K> +1)2 - k>
.............................................................. 1 punct
rezulta ca p? +p+1= (K2 —k+1)(k2+k+1)
.............................................................. 1 punct

Alegem r = k si ¢ = k — 1. Cum ambele sunt numere naturale nenule,
cerinta este demonstrata.



Problema 3. Fie ABCA'B'C’ o prism& triunghiulard dreaptd cu
bazele triunghiuri echilaterale. Un plan « ce contine punctul A intersecteaza
semidreptele (BB’ si (CC’ in punctele E gi F astfel incat
arita AABFE + aria AACF = ariaAAEF. Determinati masura unghiului
format de planul (AEF) cu planul (BCC").

Solutie. Fie M mijlocul segmentului BC.
Triunghiul M EF este proiectia triunghiului AEF pe planul (BCC").

.............................................................. 1 punct
Notam cu u masura unghiului format de planele (AEF) si (BCC").
vor ooy _ IMEF]

vem cosu = ABF] —
.............................................................. 1 punct
_ [BCFE] [BCFE] -
- 2[AEF] 2(J[ABE]+[ACF])
............................................................. 2 puncte

[BCFE] _ [BCFE] 1

~ 4([MBE])+[MCF]) 2[BCFE] 2
............................................................. 2 puncte
Rezulta ca v = 60°.
.............................................................. 1 punct

Problema 4. Determinati numerele naturale m pentru care
{vm} = {v/m+ 2011}
Nota. {z} este partea fractionarda a numarului real x.

Solutie.
Ecuatia se scrie /m — [/m] = v/m + 2011 — [\/m + 2011], adica

vm + 2011 — v/m = [V'm + 2011] — [\/m] = p € N.

............................................................. 2 puncte
Din /m + 2011 = p 4 /m, rezulti prin ridicare la patrat 2011 = p? +
2py/m €N, decim =k%, k€N ... 2 puncte
Prin urmare 2011 = p(p + 2k) si cum 2011 este numar prim, obtinem
P=1gip+2k=2011.. . 0 2 puncte
Rezulta k= 1005 si m = 10052 .. ... ... 0o, 1 punct
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