Ministerul Educatiei, Cercetarii, Tineretului si Sportului
Societatea de Stiinte Matematice din Romania

Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Judeteana si a Municipiului Bucuresti, 12 Martie 2011

CLASA a IX-a

Problema 1. Pe laturile AB, BC, CD, DA ale paralelograglui
ABCD se considera punctele M, N, P, repectiv QQ, astfel incat MN +QP =
— e S S
AC. Aratati ca PN + QM = DB.

Problema 2. Pentru fiecare numar natural nenul n consideram multimea
A, a tuturor numerelor de forma +1 + 2 + --- + n; de exemplu, Ay =
{-3,-1,1,3} si A3 = {—6,—4,—2,0,2,4,6}. Determinati numarul ele-
mentelor multimii A4,,.

Problema 3. Fie f : R — R o functie cu proprietatea ca f(f(x)) = [z],
oricare ar fi numarul real x. Aratati ca existd numerele reale distincte a si
b astfel incat |f(a) — f(b)| > |a — b|.

Nota. [z] reprezinta partea intreagd a numarului real x.

Problema 4. Consideram un numér real nenul a cu proprietatea ca
{a} + {1} = 1. Aritati ca {a"} + {5} = 1, oricare ar fi numérul natural
nenul n.

Nota. {x} reprezinta partea fractionara a numarului real .

Timp de lucru 8 ore. Se acordad in plus 30 de minute pentru intrebari.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE — CLASA a IX-a
Problema 1. Pe laturile AB, BC, CD, DA ale paralelograglui
ABCD se considera punctele M, N, P, repectiv ), astfel incat MN +QP =
— e
AC. Sa se arate ca PN + QM = DB.

—
Solutie. Notam m = %, n = %, p= g—g, q= ﬁ—g. Avem MN =

— = =
AN — AM = AB + BN — AM = (1 — m)AB + nAD,

.............................................................. 1 punct

TS —

QP =pAB+ (1 —q)AD,

.............................................................. 1 punct
—

— =
AC = AB + AD.
.............................................................. 1 punct
g
Deoarece vectorii AB gi AD sunt necoliniari, deducem ca si .
............................................................. 2 puncte
= = ST e
Pe de alta parte, PN = (1 —p)AB — (1 —n)AD si QM = mAB — qAD,
.............................................................. 1 punct
— = = T —
deunde PN+QM = (1—p+m)AB—(1—n+q)AD = AB—AD = DB.
.............................................................. 1 punct

Problema 2. Pentru fiecare un numar natural nenul n consideram
multimea A,, a tuturor numerelor de forma £1 £ 2 + --- £ n; de exemplu,
Ay ={-3,-1,1,3} si A3 = {—6,—4,-2,0,2,4,6}. Sa se determine numarul
elementelor multimii A,,.

Solutie. Cel mai mare element al multimii este 1+2+3---+n = "(n;l)
.............................................................. 1 punct
Cel mai mare element al multimii este —1 -2 —--- —n = "(";1)
.............................................................. 1 punct
Diferenta oricaror doua elemente ale multimii este para,
.............................................................. 1 punct
deci toate elementele au aceeasi paritate.
.............................................................. 1 punct
Demonstram ca toate numerele dintre —n(n;l) si n(n2+1) si de aceeasi
paritate cu acestea apartin multimii A, — si numai acestea. Tntr—adevér, fie
r €A, < w Daca o scriere a sa incepe cu —1, schimband semnul in

+1 obtinem z 4+ 2 € A,,.
.............................................................. 1 punct
Daca scrierea incepe cu +1, cautam primul termen al scrierii cu semnul

—; fie acesta —k (acesta exista, altfel z =1+2+4+---4+n = W)

r=4142+ -+ (k-1 —k+---+n.



Schimband semnele termenilor k — 1 gi k rezulta ca x + 2 € A,

n(n+1)

In concluzie, multimea A,, are + 1 elemente.

Problema 3. Fie f : R — R o functie cu proprietatea ca f(f(x)) = [z],
oricare ar fi numarul real z. Sa se arate ca exista numerele reale distincte a
si b astfel incat |f(a) — f(b)| > |a — b|.

Nota. [z] reprezinta partea intreagd a numarului real x.

Solutie.

Aratam ca pentru orice n Intreg avem f(n) € Z. Avem f(f(f(x))) =

f(l2]) = [f ()],

Presupunand contrariul, pentru orice a,b € Z avem |f(a)— f(b)| < |a—b|.
Atunci [f(n+ 1) — f(n)|] < 1, unde n este intreg, deci f(n) = f(n + 1), de
unde f(n) = f(0), oricare ar fi n intreg.

.............................................................. 1 punct

Problema 4. Consideram un numér real nenul a cu proprietatea ca
{a}+{L} = 1. Sd se arate ca {a"}+ {2} = 1, oricare ar fi numarul natural
nenul n.

Nota. {x} reprezinta partea fractionara a numarului real .

Solutie. Deoarece a + % = [a] + [%] + 1, rezultd ca a + é € 7.

.............................................................. 1 punct
Pentru fiecare n natural nenul notam s, = a™ + ain Avem

818n = Sn+1 + Sn—1,
oricare ar fi 702> 2, ..o 1 punct
§i$2:a2+a%:(a+é)2—2€z
.............................................................. 1 punct
deci, prin inductie, s, € Z, oricare ar fi n natural nenul
.............................................................. 1 punct
Rezultd cd {a"} +{&} =a"+ L —[a"] — [X] = s, — [a"] — [ 5] € Z.
Cum {z} € [0, 1), rezulta {a"} ¥ {a”} € {0,1}.
.............................................................. 1 punct

Daca {a"} + { ~+ = 0, atunci a” si in sunt numere intregi, de unde

=1, adica a = £1.
.............................................................. 1 punct
In acest caz {a} + {%} = 0 # 1, contradictie. Raméne {a"} + {ain} =1,
oricare ar fi n natural nenul.
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