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CLASA a XI-a

Problema 1. a) Aratati ca pentru z,y € R expresia {z + y} — {y}
poate lua doar valorile {z} sau {z} — 1.

b) Fie @ un numar irational. Pentru fiecare n € N* notam a,, = {na} si
definim girul (xy,)n>1 prin

xn = (a2 —a1)(ag — ag) -+ (apt1 — apn).

Aratati ca girul este convergent si determinati limita sa.
Nota. {x} reprezinta partea fractionara a numarului real .

Problema 2. Se considera matricele A € M, ,(C), B € M, ,,,(C) unde
n < m. Se stie ci rangAB = n si (AB)? = AB.

a) Aritati cd (BA)? = (BA)2.

b) Determinati BA.

Problema 3. Fie A,B € Mj3(C) doua matrice nenule, astfel incat
AB + BA = O3 si det(A + B) = 0. Aratati ca tr(A) = tr(B) = 0.

Problema 4. Determinati functiile f : [0, 1] — R care verifica relatia

lz —yI* < |f(2) = FW)] < |z —yl,

pentru orice z,y € [0,1].

Timp de lucru 8 ore. Se acordad in plus 30 de minute pentru intrebari.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.



Etapa Judeteana si a Municipiului Bucuresti, 12 Martie 2011
CLASA a XI-a
SOLUTII ST BAREMURI ORIENTATIVE

Problema 1. a) Aratati ca pentru z,y € R expresia {z + y} — {y}
poate lua doar valorile {z} sau {z} — 1.

b) Fie a un numar irational. Notam pentru fiecare n € N, n > 1,
a, = {na} si definim sirul (z,),en prin

Tn = (a2 —a1)(as — az) -+ (apy1 — ap).

Aratati ca sirul este convergent si determinati limita sa.

Solutie. Din y = [y] + {y} avem x +y = [y] + [z] + {z} + {y} deci in
cazul {z} +{y} < 1 avem {z + y} — {y} = {z} iar in cazul {z} + {y} > 1
deducem din z+y = [y|+ [z] + 1+ {z} +{y} -1 ca {z+y} —{y} = {z} -1

.............................................................. 2 puncte

b) Din formula de mai sus |ap+1 — an| = {a} sau |ap41 —an| =1 —{a}

............................................................... 1 punct

Notand b = max{{a},1 — {a}} si observand cd 0 < b < 1 (a este
irational), deducem

z

o p <,

Tn
.............................................................. 2 puncte
ceea ce atrage |Tp41| < |z1|b", deci lima,, =0
............................................................. 2 puncte

Problema 2. Se considera matricele A € M, ,(C), B € M,, ,,(C) unde
n < m. Stiind ci rangAB = n si (AB)? = AB:

a) Aritati cd (BA)? = (BA)?,

b) Determinati BA.

Solutie. a) Din (AB)? = AB prin inmultire la stinga cu B si la dreapta
cu A obtinem (BA)? = (BA)?

.............................................................. 2 puncte

b) Cum rangul produsului unor matrici este mai mare sau egal cu rangul
oricarui factor, din ABAB = AB deducem ca rangBA > n, adica rangBA =

.............................................................. 3 puncte
Aceasta Inseamnd ca matricea patrata de ordin n BA este inversabila si
relatia dedusa la inceput (BA)? = (BA)? atrage prin simplificare BA = I,,.
............................................................. 2 puncte

Problema 3. Fie A, B € M3(C) doua matrice nenule astfel incat AB +
BA = 09 si det(A+ B) = 0. Sa se arate ca tr(A) = tr(B) = 0.



Solutie. Prima conditie din enunt, atrage (A + B)? = A% + B2 i (A —
B)2 — A2 +B2

.............................................................. 2 puncte

De aici deducem si det(A — B) = 0.

Ecuatiile caracteristice pentru A + B gi A — B devin

A® 4+ B? —tr(A+ B)(A+ B) = Oy, A+ B> —tr(A— B)(A— B) = Oy,

Prin scadere obtinem

.............................................................. 2 puncte
Daca tr(A) = 0, avem tr(B) = 0 caci altfel ar rezulta A = Os, In
contradictie cu prin ipoteza
............................................................... 1 punct
Astfel A = \B, ccea ce din AB + BA = O, atrage A\B? = O,. Rezults
A =0, de unde tr(A)=tr(B) =0
.............................................................. 2 puncte
Problema 4. Determinati functiile f : [0, 1] — R care verifica relatia

jz —y* < |f(2) = f(y)] < |z —yl,
pentru orice z,y € [0,1].
Solutie. Conditia |f(z) — f(y)| < |x — y| atrage continuitatea functiei

............................................................... 1 punct

Conditia |z — y|? < |f(z) — f(y)| implica injectivitatea, prin urmare f
este strict monotona.

............................................................... 1 punct

Cum si —f verifica conditiile din ipoteza, putem presupune f strict
crescatoare.

Pentru z = 0 si y = 1 deducem 0 < f(1) — f(0) < 1 deci f(1) = f(0)+1

Pentru = > y obtinem f(x) — f(y) <x —ysauy— f(y) <z — f(x) ceea
ce inseamna ca functia data de g(x) = x — f(x) 4+ f(0) este crescatoare.
............................................................... 1 punct
Cum ¢(0) = g(1) = 0 rezulta g functia nula.
.............................................................. 2 puncte
Prin urmare solutiile sunt functiile f* cu ff(z) = £z +acua € R
.............................................................. 1 punct
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