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CLASA a XII-a
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V1 — 22 dx este rational.
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Problema 1. Aratati cd numéarul — /
T
1

Problema 2. Fie G multimea matricelor de forma

(

(a) Aratati ca G este grup In raport cu inmultirea matricelor.

O Q

?), a,beZq, a0.

(b) Aratati cd nu exista morfisme nenule de la grupul G in grupul aditiv
Zs.

Problema 3. Fie functia f : [0,1] — R continua si crescatoare si sirul

(an)n>1 definit astfel
27L
1 k
= 1 (5.
k=1

pentru orice n > 1.
a) Aratati ca sirul (ay,)n>1 este descrescator.

1
b) Stiind ca exista p € N* astfel incat a, = / f(x)dz, aratati ca f este
0

constanta.

Problema 4. Fie A un inel gi a un element al sdu. Aratati ca:

(a) Daca A este comutativ si a este nilpotent, atunci a + = este inversabil,
oricare ar fi elementul inversabil x € A.

(b) Daca A este finit si a + = este inversabil, oricare ar fi elementul in-
versabil x € A, atunci a este nilpotent.

(Un element a al unui inel se numeste nilpotent, daca exista un numar
intreg n > 1, astfel incat a" = 0.)

Timp de lucru 8 ore. Se acordad in plus 30 de minute pentru intrebari.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.



Etapa Judeteana si a Municipiului Bucuresti, 12 Martie 2011
CLASA a XII-a
SOLUTII ST BAREMURI ORIENTATIVE

cos {5
Problema 1. Aratati cd numéarul — / V1 — 22 dx este rational.
7
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Solutie. Consideram functia F': [0, 7/2] — R, F(t) = V1—22de.

sint
Aceasta functie este derivabila, iar derivata ei este

F'(t) = (—sint)/1 — (cost)2—(cost)y/1 — (sint)2 = —(sint)?—(cost)? = —1.

.............................................................. 4 puncte
Deci F(t) = —t + k, k € C. Intrucat F(r/4) = 0, rezults k = 7/4, deci
F(t) = n/4 —t. Prin wrmare, F(7/13)/m = (n/4 — ©/13)/m = 9/52, care
este rational. ........ . 3 puncte

Problema 2. Fie G multimea matricelor de forma

a b A
<O i), a,b€Z7,a§£0.

(a) Aratati ca G este grup in raport cu inmultirea matricelor.

(b) Aratati ca nu exista morfisme nenule de la grupul G in grupul aditiv
Z.

Solutie. (a) Fie

doua matrice din G. Atunci

([ ax ay+b
AB_<6 1 >€G,

deoarece ax # 0. Inmultirea matricelor este asociativa, Is € G si inversa

matricei A este . .
a” "t —a b
(5 e

3 puncte



o matrice din G, cu a # 1. Cum

Ak — < a” b(ak1+ak2+-'-—|—1)>
=% i ’

rezultd ci A% = I,. Fie f un morfism de la G in Z7. Atunci 0 = fllp) =
f(AS) = 6f(A), deci f(A) =0. Cum K = {X : X € G, f(X) = 0} este
subgrup cu cel putin 36 de elemente, iar G are 42 de elemente, rezulta
K =G. Deci f(X)=0,oricarear i X € G. .................... 4 puncte

Problema 3. Fie functia f : [0,1] — R continua si crescatoare si sirul

(an)n>1 definit astfel
2n
1 k
=g 2] (5)

pentru orice n > 1.
a) Aratati ca sirul (ay)n>1 este descrescator.

1
b) Stiind ca exista p € N* astfel incat a, = / f(z)dx, aratati ca f este
0

constanta.

Solutie. a)

2n+1

1 k R A 2%k —1
a”+1_271-‘:-12f<2n—i-1> = ni (;f(Qn> +Zf(2n+l>>

k=1

Deoarece f (%ﬁﬁ) <f (2%), rezulta ca

1 e, [k
an4+1 < 2721" <2n> = Qn.
k=1

.................................................................. 4 puncte

b) Fie k € {1,2,...,2P} §i ¢ € (%,2%) gi diviziunea

A = (0, 2%,, e ,%,c, 2%, -+-,1). Daca S este suma superioara Darboux
asociata acestei diviziuni, vom avea

1k k-1 k. k k k—1

ap=5 = o, f(5) = f(e)(e=——,=0=f(5;) (55 —¢) = (F ()~ f(e))e——;

) > 0.

1 1
Cum / flx)de < S < a, = / f(z)dz, rezultd ca a, = 5, deci f(c) =
0 0
f(Q%) Asadar f este constanta pe toate intervlele (%, 2%], k=1,2,...,2P
cu reuniunea intervalul (01]. Din continuitate rezulta f constanta.
.............................................................. 3 puncte

Problema 4. Fie A un inel i ¢ un element al sau. Aratati ca:

(a) Daca A este comutativ si a este nilpotent, atunci a + x este inversabil,
oricare ar fi elementul inversabil x € A.



(b) Daca A este finit si a + x este inversabil, oricare ar fi elementul in-
versabil z € A, atunci a este nilpotent.

(Un element a al unui inel se numeste nilpotent, daca exista un numar intreg
n > 1, astfel incat a" = 0.)

Solutie. (a) Fie x un element inversabil gi n un numar intreg strict
pozitiv, astfel incat a” = 0. Intrucit a + z = z(x~ta + 1), este suficient sa
aratam ci z~'a + 1 este inversabil. Fie b = 2~ 'a. Inelul A fiind comutativ,
rezultd ca b” = 27 "a" = 0, deci si b>*T! = 0. Prin urmare,

1= 1= b4+ 1) =" 4 — b+ 1),

i. e, b+ 1lesteinversabil. ... ... . ... 3 puncte

(b) Demonstram prin inductjie ca a™ —1 este inversabil, oricare ar fi numarul
intreg n > 1. Luand x = —1, rezulta ca a — 1 este inversabil. Presupunem
ci b = a™ —1 este inversabil. Din ipotez rezulta ci si a —b~! este inversabil,
deci si ab — 1 = (a — b~1)b este inversabil. Prin urmare,

a" —1=a+(a(a" —1)—1)=a+ (ab—1)

este inversabil.

Intrucat A este finit, existd doui numere intregi ¢ > p > 1, astfel incat
al =al,i. e., a’(a?P — 1) = 0. Elementul a?? — 1 fiind inversabil, rezulta
Ca AP = 0. o 4 puncte
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