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CLASA A VIII-A

Noti: Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se puncteazi de la 0 la 7 puncte.
Pe foaia de concurs se trec rezelvirile complete.
Timp de lucru: 3 ore.

1. a) Determinati valorile naturale ale lui m pentru care numerele 9m+7 si 16m+1 sunt simultan
pétrate perfecte. '
b) Pentru oricare numdr natural #, notdm cu s(#) suma cifrelor lui n. Demonstrati ci existd doud

multimi infinite X §i ¥ de numere naturale cu proprietatea cd , oricare ar fi xe X si oricare ar

fi ye Y, numdrul s(x)—s(») nu se divide cu 9 si numérul s(xz)—s(yz) se divide cu 9.

2. Numerele reale x si y verifici relatia x° + y2 T L E i, M 8 y+3=0. Arétaticd x< y.

3. Fie a si b doud numere rationale diferite, 2> 0. Considerdm multimea 4 ={x;,x;,%;,%,%5},
(n+2)-x,+n-x,,5
(n+2)+n
a) Exprimati, in functie de a si b, elementele multimii 4;
b) Dacd A—{a,b} =N si b <1, determinati numarul a.

e 4 S5 =h 8 E g = , oricare ar fi ne {1;2;3}.

4. Se considerd cubul ABCDA'B’C’'D’ . Fie O centrul pétratului ABCD si M mijlocul segmentului
[40]. Planul ¢ contine punctul M si este paralel cu planul (4BD").

a) Demonstrati ca dreépta A'C este perpendiculari pe planul « ;
b) Dacé planulor intersecteaza dreptele B'C” i D'C’ in punctele IV si respectiv P, aritati ci

punctul M este egal depirtat de planele (4'B'C’) si (PNC).

Problema 2 a fost selectatd din nr.10/2010 al Gazetei Matematice- Seria B, publicatie lunara
pentru tineret, fondatd in anul 1895, editatd de Societatea de Stiinte Matematice din Roménia
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Nota: Fiecare subiect se puncteazi de la 0 la 7 puncte. Se acordfi numai punctaje intregi.
Orice alti rezolvare se asimileazi conform baremului.

Problema 1 _
a) Determinati valorile naturale ale lui m pentru care numerele 9m+7 si 16m+1 sunt simultan

pétrate perfecte.
b) Pentru oricare numdr natural », notdm cu s (n) suma cifrelor lui #». Demonstrati c existd doud

multimi infinite X si ¥ de numere naturale cu proprietatea c¢i , oricare ar fi x€ X si oricare ar
fi ye ¥, numirul s(x)—s(y) nu se divide cu 9 si numarul s(xz)ws(yz) se divide cu 9.

Prof. Mircea Fianu, Bucures

Detalii rezolvare Bareim
asociat

a) Fie 9m+7=p? §i 16m+1=¢*, unde p,ge N. Rezulti ci
16-(9m+7)=144m+112 =16 p*> = (4p)” si 9-(16m+1)=144m+9=9¢> =(3¢)" . .
Prin scidere obtinem (4p)° —(3¢)” =103, adici (4p—3q)-(4p+3¢)=103. 1p
Rezulticd 4p—3g=1si 4p+3¢=103,deunde p=13 i m=18. 1p
b) Considerdm, de exemplu, X ={9k+1| ke N} siY ={9k+8| ke N}. 1p
Pentru orice ne N, restul impartirii lui 7 la 9 este egal cu restul impartirii Iui s(#n) a9, 1p
Pentru oricare x€ X §i oricare y€ ¥, numirul s(x)—s(y) nu se divide cu 9. 1p
Pentru oricare x& X sioricare y€ Y ,avem X% =M9+1 si y?' =M9+1, deci

‘ s(xz)fs(y2)=M9. i

Problema 2
Numerele reale x si y verificd relatia x2+ yz +242-x-242- y+3=0.Arataticd x<y.
Prof. V. Scurtu, Bistrita

Detalii rezolvare Bare!m

asociat
2 2

Relatia din enunf se mai scrie (x+\/5) +(y—\/5) =], _ 2p

A 2 2

Inseamna ca (x+\/5) <lsi (y—\/f) <1. 2p

Obtinem —1< x++2 <1, adici —1-v2 <x<1-4/2 <0 si - Ip

—1< yp—+f2<1, adicd 0</2-1< y</2+1. 1p

Rezultdicd x<0<y. A 1p
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Problema 3

Fie a si b doud numere rationale diferite, @ >0 . Considerdm multimea A= {xl, Xy, X3 ,x4,x5}, unde

(n+2)-x,+n x,,
(n+2)+n

a) Exprimati, in functie de a si b, elementele multimii 4;

b) Daci 4—{a,b} c N si b<1, determinati numdrul .

% =itX =B 51 %y = 2 oricare ar fi ne{1;2;3}.

Prof. Mircea Fianu, Bucuregti

Detalii rezolvare Bare-m
) asociat
a) Obtinem x; =4b—3a, x, =10b—9a, x; =20b—19a. 2p
b) Deoarece x; =0, rezultd ca (*)45>3a >0, deci b>0. 1p
Deoarece 4b—3ae N, rezultd ¢i 3-(4b—3a)=12b-9a€ N si, Ip
cum 106—%ae N, rezultd cd 2b=ke N, adici 0<b=§<1, deci b:—;-. 1p
Avem 2-3ae N 51 10-19a€ N, adicd 3ae N si 19ge N.
Prin urmare, 19a—6-3a=a<€ N . Dar, din (*), deducem a < % b= %, deci a=0 2p

Problema 4 7
Se considerd cubul ABCDA'B'C’'D’. Fie O centrul pétratului ABCD si M mijlocul segmentului

[AO] . Planul & contine punctul M si este paralel cu planul (ABD’).

a) Demonstrati ca dreapta 4'C este perpendiculard pe planul e ;
b) Daci planuler intersecteazi dreptele B'C” si D'C” in punctele N si respectiv P, aritati ci
punctul M este egal departat de planele (4'B'C’) si (PNC).

Detalii rezolvare Bare:m
7 asociat
a) Este suficient ca 4'C L(4BD") 1p
AB' 1 A'B si AB’ 1 BC, deci AB’J_(A'BC). £
Cum A'C c(A'BC), rezultdi A'C L AB’. Analog, se 2p

demonstreazd ¢ 4'C L AD". Deci A'C L (ABD’),
adici A'C Lex.

b) Fie O centrul bazei A’B'C’'D" 5i O
mijlocul segmentului [O'C’]. Patrulaterul 0’4 MQ 1p
este paralelogram, deci MQ || 40, adici MO c .

| st NP> {Q}. Deoarece PN L A'C’ 5i PN L A’A, rezulti cd PN L (A4'AC). 1p

r

Planul (4'B'C’) intersecteaza planele paralele (4B'D’) si « dupa dreptele paralele B'D

Deci planele (PNC) si (A’AC) sunt perpendiculare

Deasemenea, planele (A'4AC) si (4'B’C’) sunt perpendiculare. Prin urmare, distantele de
la punctul Mla planele (4’B'C’) si (PNC) sunt egale cu distantele de la punctul M 1a Ip
dreptele A4'C” si respectiv OC.

Patrulaterul MCQ4’ are laturile [MC] si [Q4'] paralele si congruente, iar diagonalele
MQ si 4’C sunt perpendiculare, deci acesta este romb. Inseamna ci indltimile din M 1p
corespunzatoare laturilor [QA'] si [QC] sunt congruente.
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