Olimpiada de Matematica — etapa locala- Galati
12 februarie 2011

Clasa a IX-a

Problema 1.

N.

< . . 1 1 1
Sa se determine numerele naturale nenule distincte a,b,c pentru care 5 + + 5 €
ab a-c b-c

Dudau Mitica, profesor, Galati

Problema 2.

Si se rezolve in R ecuatia: {x}+{3-x}+{2');+1}:{Z-x}+{3'§+l}+{3'x3+2}, unde s-a

notat prin {a} partea fractionara a numarului real a.

Dumitru si Rodica Balan, profesori, Galati

Problema 3.

Fie sirul de numere naturale (c, )ne N definit astfel: ¢, = cel mai mic intreg de forma 3% mai

mare sau egal cun, (V)neN*, keN. Notimcu S, = ¢ +¢, +...+¢, ,VneN .
a). Sa se calculeze S;,S55,S9,557 51 Sy

b). Sa se calculeze S, , Vne N,

Problema prelucrata de Guita Visilina, profesor, Galati

Problema 4.
Fie patrulaterul convex ABCD .

a). Daca M, N, P, Q sunt respectiv mijloacele laturilor(AB),(BC ),(CD) si (DA) , lar punctele
E si F sunt respectiv mijloacele diagonalelor (AC ) (BD) atunci dreptele MP, NQ si EF sunt

concurente.
b). Dacd G,G,,G;,G,4 sunt respectiv centrele de greutate ale triunghiurilor

aBCD, aACD, aABD si aABC, atunci dreptele AG,,BG,,CG;,DG, sunt concurente.

Problema selectata de Guita Visilina, profesor, Galati

Nota Toate problemele sunt obligatorii
Timp efectiv de lucru 3 ore
Fiecare problema se noteaza cu puncte de la 0 la 7



Olimpiada de Matematica —etapa locala- Galati
12 februarie 2011
Clasa a IX-a
Barem de evaluare

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda
punctajul maxim corespunzator.

¢ Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru
rezolviri partiale, in limitele punctajului indicat in barem.

Nr. Solutie, rezolvare Punctaj
problemei
2p
. _ 1 1 1 1 1
Din a,b,c numere naturale nenule, distincte > —<—; —<—; —<—=
ab 2 ac 2 bc 2
L'FL'FLSE.DarL+L+LEN:>L+L+L=1.
ab a-c b-c 2 ab a-c b-c ab a-c b-c
3p

11 _1 1 _1_ 1 1 1

Dacia>2 = —<—; —<—; —X< 3—+—+—S§<l(nuconvine)3a<2
1. ab 6 ac 8 bc 12 ab ac bc 8
% . : .11 1
Cuma e N" = a =1, iar relatia (1)dev1ne:—+—+b—=1 (2).
c b-c
2p
. I 1 1 1 11 . :
Dacd b>2 = ¢>3 = —+—+-—— <—+—+— =(contrazice relatia (2)) = b =2.
c bc 2 3 6
: .11 1
Relatia (2) devine —+—+—=1=¢=3.
2 ¢ 2c
Asadara=1; b=2; c=3.
2p
Ecuatia data se scrie astfel:
2. 1 1 2 1
x=|x|=[|x|+|x+=|=|2x| |- | |x|[+]| x+= |+|x+=|—|3x]| |+—=.
H(H[ 2}[]](”{ 3“ 3}[]]2
Din identitatea lui Hermite, 2p
1 2 -1 .
[x]+{x+—}+{x+—}—...+{x+n—}—[nx]=0, VxeR, VneN,
n n n
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ecuatia obtinutd devine

x—[x]z%@{x}z%@xe{k+%

keZ}

3p

6] :30,S1 :1,C2 =C3 :31,S3 :Sl +Cz +C3 :1+231 :7, 3p
€y =C5 =Cq =C7 =Cg =0y =32,
Sy =S, =1+2-31+(32 =332 =1+2.3' 2.3 =1+2-3' +3%) =61;
3.
Clo =1 ::C27 =3 )
Sy =85 =3"+2.3146-32+18-3° =37 +2.(3' +3° +3%) = 547.
Sp9 =Sy +Cog +Cag = Spy +3* 434 =55 +2.3% =547 +162 =709,
b). Cazul n=3”,peN". 2p
3. Numérul termenilor sirului (c,) _ 3% <, <35 este
33k =235 (v)keN".
Asadar obtinem:
Spp = t(ca+c3)+(cytcs+otcg) ot (Cp, FCp,,+tCp) =
=304+ (3' 393432 =332 +(3° =3%) -3} + ..+ (37 =3771).3”
2\p _ 2p+l
2304230 42.3 4235 42321 230 4931, BT 3T AL
32 -1 4
Cazul n=3" +q unde 0<q <3’ -37 =2.37 ¢, peN". 2p
. o1 3741
Atunci S3p+q =S8 tCp Ty, totly =S8, +q-3 :T+q-
a).Patrulaterul MNPQ este paralelogram. Fie MP N NQ ={0}. 3p
in AOAC: OE vector mediana = ﬁz%(@+%)
in AOBD: OF vector mediana = OF :%(@+O_D)
4. O—A+@=2-O—M;
OC+0D=2-0OP
OF +OF =~--(0+ 0B + OC+ D) = OM + OP =0 = OF =~OF = OF -
E,O,F puncte coliniare si [ EO]=[OF].
Cls9 2




b).
1

Din ipoteza :D—qzz-wjo—q?-@%-mjo—q %0 Lopd oc:s

w

OG1 5 A0 = 4,0, G coliniare = O € AGy;

Analog, se demonstreazd ca O € BG,; O € CGy; O € DGy;
Asadar, AG; N BG, N CGy "DG, ={0}.

4p

Cls9




Olimpiada de Matematica — etapa locala- Galati
12 februarie 2011

Clasa a X-a

Problema 1.
Vx+1 0;3
Fie functia f:[0;4] > [1:5], £(x)=1 " vel03]
3-x—7, xe(3;4]

Sa se demonstreze cd functia f* este bijectiva si sa se determine f -

Problema selectata de Zamfir Romeo, profesor, Galati

Problema?2.
1

Si se rezolve in R ecuatia x-2011* + L2011 = 4022
X

Veronica Grigore, profesor, Galati

Problema 3.
Fie zeC, |z| =1. Sa se demonstreze ca:

1+100522°1°\ +\1 —220“‘ +\1 +1006zzo“‘ +\1+ 22012‘ >2011.

Antohe Florin, profesor, Galati

Problema 4.

Fie D c [0;1] o multime cu cel putin 9 elemente, a,b € Ri ,2-a+b=2 i

functia f: D > R, f(x) —a-x> +b-x+2008. Si se arate ci existd o,BeD,a=p astfel incat

1

f(@)-r(p)<y

Romeo Zamfir, profesor, Galati

Nota Toate problemele sunt obligatorii
Timp efectiv de lucru 3 ore
Fiecare problema se noteaza cu puncte de la 0 la 7



Olimpiada de Matematica —etapa locala- Galati
12 februarie 2011
Clasa a X-a

Barem de evaluare

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda
punctajul maxim corespunzator.

¢ Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru
rezolvari partiale, in limitele punctajului indicat in barem.

Nr. Solutie, rezolvare Punctaj
problemei

Fie functiile g:[0;3]—[1;5], g(x)=vx+1 si
h:(3;4] > [L5], h(x)=3-x-7.

Functia f este injectiva daca si numai daca

(functia g este injectiva) si (functia /4 este injectiva) 5p
si ImgNnImh=9.

Functia f este surjectiva daca si numai dacd Imgulm#i = [1;5] .

Img =[1;2] si Imh=(2;5]

Functia f este bijectivi<> f inversabila.

xz—l, xe[l;2] 2p
Sus] = [0:4], 7N (x) =4 v g

, xe(2;5]

Daca x < 0, atunci membrul stang este <0, ceea ce nu este posibil, 1p
deci x>0.

Din inegalitatea mediilor avem: 3p

1 1 1
x-2011* +l~2011" 22\/x~2011" -l~2011" :2\/2011x ’
X X

A . . 1 . 1 3
Aplicand inegalitatea mediilor numerelor— six = —+x>2= P
x X

1

x-2011* +l-2011" >2+/2011> = 4022 ; egalitate pentru x =1.
X

Tinand cont ca |z| =1 scriem inegalitatea sub forma: 3p

Z+1005220“‘+‘—Z+22012‘+‘1+100622011‘+‘—1—22012‘ >2011.

Cls10 1
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CTOTU JAETmates

Aplicand inegalitatea modulelor se obtine ca:
‘z+ 1005220”‘ +‘—z - 22012‘ +‘1+ 1006220“‘+‘—1 —22012‘ >

> ‘z+100522011 — 2472912 11410062201 —1—22012‘ - ‘201 122011‘ =2011.

4p

Consideram o partitie cu 8 multimi a intervalului [0;1] formata din

urmadtoarele intervalele {O;lj, [l,gj, [%;Ej,...,{z;l} . Avand 1n vedere
8) 18 8) 188 8

ca Dc [O; 1] si faptul ca D are cel putin 9 elemente, folosind principiul lui

Dirichlet, rezulta existd a, € D, a # B continute in acelasi interval din

partitie.

2p

Prin urmare,

o - B S%@ 2-|a - B Si, inegalitate notatd cu (1).

2p

Dar,

9

f(a)=f(B)=la=B|-(a-(a+B)+b)<|a-B|-(a-2+b)=2-|a—p

inegalitate notatd cu (2). Din (1) si (2) rezultd ca ‘f(a)—f(,B)‘ <— si,

NG

astfel, problema este rezolvata.

3p
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Olimpiada de Matematica — etapa locala- Galati
12 februarie 2011

Clasa a XI-a

Problema 1.
Sa se calculeze si sa se discute dupa valorile parametrului real m

X—>0

lim(\/xz Cox—14Yx —3x2 =2 + 4t —4xd =3 .+ O Z2011x21° 2010 +2010mx).

Rodica si Dumitru Balan, profesori, Galati

Problema 2.

Fie sirul de numere reale (x, )n>1 marginit $i 2-x,,, +x, <3-x,,;, (V)neN".Sise

demonstreze ¢a sirul (x,) . este convergent.

n>1

Duma luliana, profesor, Galati

Problema 3.
1 2011 =2011

Fie matricea A =|2011 1 0 |- Sisecalculeze A",neN".
2011 0 1

Antohe Florin, profesor, Galati

Problema 4.
Se considera matricea 4 € M, (C) cu proprietatile:

i). Tr A =+/502
ii). det A=4++/3.
Sa se calculeze det(A2 +4-12) .

( Tr A= urma matricei A).

Totolici Mihai, profesor, Galati

Nota Toate problemele sunt obligatorii
Timp efectiv de lucru 3 ore
Fiecare problema se noteaza cu puncte de la 0 la 7



Olimpiada de Matematica — etapa locala- Galati
12 februarie 2011

Clasa a XII-a

Problema 1.
Sa se determine primitivele functiei f:[0,21] - R, f (x)=arccos(cos2x).

Rodica si Dumitru Balan, profesori, Galati

Problema 2.

N 1+sin” xdx, n>1.

a) Sdse calculeze /;;

Fie I, =

Ot 0 [ Y

b) Sa se arate ca sirul (/,,),>; este convergent si sa se calculeze limita lui.

Contf. dr. Jenica Cringanu, Universitatea Galati

Problema 3.
Pe multimea G=[0,1) se defineste legea de compozitie x*y = {x + y} ,Vx,yeG,unde
{a} este partea fractionard alui ae R .
a). Sa se demonstreze ca (G,*) este grup abelian.
: 12 -1
b).Daci neN,n>2 si G, = {O,—,—,...,n—}c G, sd se demonstreze ca (G, ,*) este subgrup
n n n

al grupului (G, *).

< . 1
¢). Si se rezolve ecuatia x° *x = 3 xeG.

Problema selectata de Guita Visilina, profesor , Galati
Problema 4.

Sa se rezolve in M, (Z,) ecuatia X :(

—_> >
—_— O
N

Guita Visilina, profesor, Galati

Nota Toate problemele sunt obligatorii
Timp efectiv de lucru 3 ore
Fiecare problema se noteaza cu puncte de la 0 la 7



Olimpiada de Matematica —etapa locala- Galati
12 februarie 2011
Clasa a XI-a

Barem de evaluare

Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda

punctajul maxim corespunzator.

Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru

rezolvari partiale, in limitele punctajului indicat in barem.

Nr. Solutie, rezolvare Punctaj
problemei

[2011 2010 3p
. 2 1 3 2 3 3 2011 2010
hm X \/1__2+i/1__3+‘{/1__4+...+20”1_ —W+2010m =
X—=® X X X X X X X X

—0, m € (—oo;—l)
=400-0(caz exceptat), m =—1
o, me(-1l»)
Daca m = -1 atunci : 4p
lim (\/x2 o 1433 32— 4t _ad —3 4 4 20201 01,2010 —2010—2010x)=
X—>0
fim [(\/xz “2x-1 —x) +(\3/x3 _32-2 —x) +...+(201\1/x2011 ~2011:2°1° ~2010 —xﬂ -
X—>00
. —2x-1 —3x2 -2
lim > + > +..+
2 -2l i/(f ~3x? —2) +x-Ax® =3x2 —2 4+ 22
-2011x2"1° 2010 B
ZOI\I/(XZO“ ~2011x2010 —2010)2010 ot X200 ~201\|/(x2011 ~2011x2010 —2010) 1 x2010
= —(1+1+...+1] ==-2010
I+l+..+1
de 2010 ori
2p

Relatia 2-x,,,, +x, <3-x,,; se poate scrie convenabil astfel: 2-x,,, —x,,; <2-x,,; —X,.

Dacd notim y,, = 2-X,,,1 =X, atunciy,; <y,, (¥)neN", decisirul (y,), ., este descrescator.

Cum (x,) _. este marginit, rezultd ca existd M e R, astfel incat |x,| <M, (V)neN"si

n>1

‘yn‘ <2 ‘x,m ‘ + ‘xn‘ <3-M. Deci sirul (y, )n21 este descresctor si marginit si conform teoremei lui

Weierstrass, converge la marginea lui inferioard. Notdm lim y, =y, yeR.
n—»0
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Sd demonstram ca (xn )n21 este convergent.

Yn :2'xn+1_xn =

3p

Folosind formula binomului lui Newton obtinem:

A" =I,+C.-B+C? - B
0 0 0

B*=|0 201> —2011°
0 20112 —2011

1 1
E'yn—l Xn _E'xn—l
1 Y 1 X 1 X 1 1 1
2 Vi1 TS A1 T 5 A2 _ _ )
2 2 2 3E‘yn_l+27‘yn_2 +...+72n_1 V=X, 21’!—] X1
1 1 1
2]1—1 .yl - 2}’1—2 xz N 2]1—1 ‘XI
-2 -3
. 1 o +2” Y F27 vt 2p
n 2}’!*1 1 2}’!*1 ’
n-2 n-3 Stolz n—l
lim L-xl =0; lim SO VS R S VS R — lim Yn _ Jim Yy =)
n—so Q1 n—m on-l Cezaro "® o o=l e
In concluzie, nlgilo x, =yeR & (x,)  este convergent.
2p
0 2011 -2011
FieA=1;+ B, unde B =| 2011 0 0
3 2011 0 0
Se constatd ci B = 0y = B* =05, pentru (V)k e N, k >3.
3p

Clsl1




2p

1 20117 —2011-n
2 2
4" = 2011-n 1_'_n(n 1)-2011 _n-(n—1)-2011 neN
2 2
2 2
so1l., M(=D-201% 0 (n=1)-2011
2 2
3p
) a b ) Co .
Fie AZ( dJ e M, (C). Din relatia lui Hamilton-Cayley
C
= A2 +4-L=4-L+(rrd)- A—det A- Iy = A* +4-1, =/502- 431
J, J502-a—3  J502-h Ip
unci A, = ;
J502-¢ \502-d-3
3p

det(A%+4-1,)=502-(a-d —b-c)=3-/502-(a+d)+3=
=502-det A~ /3502 (Trd) +3=502:(4+/3) 3 4/502-4/502 + 3 =

=502-4+3=2011.

Clsl1




Olimpiada de Matematica — etapa locala- Galati
12 februarie 2011

Clasa a XII-a

Problema 1.
Sa se determine primitivele functiei f:[0,21] - R, f (x)=arccos(cos2x).

Rodica si Dumitru Balan, profesori, Galati

Problema 2.

N 1+sin” xdx, n>1.

a) Sdse calculeze /;;

Fie I, =

Ot 0 [ Y

b) Sa se arate ca sirul (/,,),>; este convergent si sa se calculeze limita lui.

Contf. dr. Jenica Cringanu, Universitatea Galati

Problema 3.
Pe multimea G=[0,1) se defineste legea de compozitie x*y = {x + y} ,Vx,yeG,unde
{a} este partea fractionard alui ae R .
a). Sa se demonstreze ca (G,*) este grup abelian.
: 12 -1
b).Daci neN,n>2 si G, = {O,—,—,...,n—}c G, sd se demonstreze ca (G, ,*) este subgrup
n n n

al grupului (G, *).

< . 1
¢). Si se rezolve ecuatia x° *x = 3 xeG.

Problema selectata de Guita Visilina, profesor , Galati
Problema 4.

Sa se rezolve in M, (Z,) ecuatia X** :(

—_> >
—_— O
N

Guita Visilina, profesor, Galati

Nota Toate problemele sunt obligatorii
Timp efectiv de lucru 3 ore
Fiecare problema se noteaza cu puncte de la 0 la 7



Olimpiada de Matematica —etapa locala- Galati
13 februarie 2010
Clasa a XII-a

Barem de evaluare

punctajul maxim corespunzator.

rezolvari partiale, in limitele punctajului indicat in barem.

Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda

Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru

Nr. Solutie, rezolvare Punctayj
problemei
3p
arccos(cos a) =a,Vac [0,71’].
xe[0,2n]: 2-x e[O,4n]:> 2-xe[0,n)u[n,2n)u[2n,3n)u[3n,4n];
). 2-xe[0,n):>f(x)=arccos(cos(2x))=2x,
2). 2~xe[7r,2n) :>2-x—ne[0,n); ﬁey=2~x—ne[0,n) =>x=y+1
L. f(x) zarocos(cos(y+n)) zarccos(—cosy) =n—y=n—-2x+1=2n—-2x;
3). 2~xe[27r,3n)32-x—2ne[0,n); ﬁey=2~x—2ne[0,n) =>2=y+2m
f(x)zarooos(cos(y+2n))=arocos(cosy)=y=2x—2m
4).2-x €[ 3m4n] =2-x-3n€l0,n); fiey=2-x-3ne[0,1] =2x=y+3m
f(x)=arcoos(oos(y+3n))=arccos(—cosy)=n—y=4n—2x;
1
2x, X € O,z] P
2
2m—2x, x € %,W]
f(x)= )
2x—2m, x € 7T,—7T]
2
37
47 —2x, x € 7,27‘(‘

Cls12 1



I ‘ B
atey JToN0)

Frofu gdeimate)

Ip
Fie functia F:[0,2n] > R,
T
x*+ [ x€|0,—
2
T
2mx —x* +c,, x€ 5,7‘(‘
F(x)= ,unde ¢,,c,,c;,c, €ER
) s
X =2rx+c, x€|m,—
37
4rx —x* +c,, XxX€ 7,27’[’
o primitiva a functiei f .
Cum orice primitiva este functie derivabila, deci continua, rezulta ca
o . A T . 3w
primitiva F' este continud in E’ T 1 7
Asadar, primitivele functiei f au forma: 2p
— 7T2 T
x*+—+c, x€(0,—
2 2
T
2rx—x> 4o, X e —,7T]
2
F (x) = ; , cER.
T
xP=2nx 427 ¢, xE€ W,T]
, 5’ 3r
drx —x" — +c, xe 7,2#
2p
a). [, =2.
2.
Demonstrarea ca sirul (/,)),; este marginit $1 monoton. 2p

Cls12
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Calcularea limitei sirului (/,),,>

‘1/ 1+sin" x — 1‘ sin” x —— < %sin” X, (V)n >1, (V)x € {O,E} de

1+s1n x+1
unde

1 . . 1., . R
1- Esm"xﬁ A I+sin"x < 1+ Esm x, si integrand aceste

. oy . . 1
inegalitati Intre 0 si z obtinem T lJ L, S, < T +2J , unde
2 2 2 2 2

n >

sin” x dx.

I
O o [N

Sa demonstrim ci sirul (J, ) este convergent citre 0.
Sirul (J n) este monoton descrescator i marginit inferior, deci convergent. F

: e . . 9 -1
integrarii prin parti se ajunge la relatia de recurentd J, = —J as (‘v’)n >2,

.o . . < . T
st prin inductie matematica se arata ca nJ,J, , = 5 (V)n >1, de unde va re7

< L, T
J, > 0= casirul (1 n) este convergent catre 5

3p

Demonstrarea cerintei ca (G,*) este grup abelian.

4p

Demonstrarea cerintei ca (G, ,*) subgrup al grupului (G, *).

1p

Rezolvarea ecuatiei.

Solutiile ecuatiei sunt x, =

“1+4/3 . _—1+\/7
2

S1X,= >

2p

a b
Fie BeM,(Z,), B= ( dj solutie a ecuatiei date.
c

Determinarea formei matricei B>°'*.

0) .
.| s1B,=

—> N>
N> >
N—

N> =—>

Determinarea solutiilor ecuatiei B, = (

Cls12
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