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CLASA A IX-A 

Subiectul 1. Fie 𝑉, 𝑊 mulţimi infinite de numere întregi având proprietatea că pentru orice 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉, avem 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝑉 și pentru orice 𝑧, 𝑡 ∈ 𝑊, avem 𝑧 − 𝑡 ∈ 𝑊. Demonstraţi că există 

𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝑉 și 𝑏1, 𝑏2 ∈ 𝑊 astfel încât 𝑎1 − 𝑎2 = 𝑏1 − 𝑏2 ≠ 0. 

Cristinel Mortici 

Subiectul 2. Pentru fiecare 𝑛 = 1,2,3, …, notăm cu 𝑎𝑛  și 𝑏𝑛  suma numerelor pare, respectiv 

suma numerelor impare din intervalul  𝑛2 − 𝑛 + 1, 𝑛2 + 𝑛 + 1 .  Câte elemente are mulţimea 

𝐴 =  𝑛 ∈ ℕ∗ |   
𝑎𝑛

𝑏𝑛

− 1 >
1

2011
  ? 

Cristian Grecu 

Subiectul 3. Fie  𝑎𝑛 𝑛≥1 o progresie aritmetică de raţie 𝑟 > 0, cu 𝑎1 = 𝑟 și  𝑏𝑛 𝑛≥1 o progresie 

geometrică de raţie 𝑞 > 1, cu 𝑏1 = 𝑞. Demonstraţi că dacă 𝑟 = 𝑞 − 1, atunci 

 
𝑎1

𝑏1

+  
𝑎2

𝑏2

+ ⋯ +  
𝑎𝑛

𝑏𝑛

<  1 + 2 + ⋯ + 𝑛 ,    oricare ar fi  𝑛 = 1,2,3, …  . 

Dinu Teodorescu 

Subiectul 4. Se consideră un triunghi 𝐴𝐵𝐶 , un punct 𝑀 în planul său și notăm cu 𝐺𝐴 , 𝐺𝐵 , 𝐺𝐶  

centrele de greutate ale triunghiurilor 𝐵𝑀𝐶, 𝐶𝑀𝐴, 𝐴𝑀𝐵. Arătaţi că vectorii 𝐴𝐺      
𝐴 , 𝐵𝐺      

𝐵 , 𝐶𝐺      
𝐶 

formează un triunghi dacă și numai dacă 𝑀 este centrul de greutate al triunghiului 𝐴𝐵𝐶 . 

Florin Stănescu 
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CLASA A IX-A – BAREM DE EVALUARE 

Subiectul 1 
(2 puncte)  0 ∈ 𝑉 și 0 ∈ 𝑊 

(1 punct)  Dacă 𝑥 ∈ 𝑉 și 𝑧 ∈ 𝑊, atunci −𝑥 ∈ 𝑉 și −𝑧 ∈ 𝑊 

(1 punct)  Dacă 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 și 𝑧, 𝑡 ∈ 𝑊, atunci 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝑉 și 𝑧 + 𝑡 ∈ 𝑊 

(1 punct)  Există 𝑎 ∈ 𝑉, 𝑎 > 0 și 𝑏 ∈ 𝑊, 𝑏 > 0 

(1 punct)  𝑎𝑏 = 𝑎 + 𝑎 + ⋯ + 𝑎 ∈ 𝑉 și 𝑎𝑏 = 𝑏 + 𝑏 + ⋯ + 𝑏 ∈ 𝑊 

(1 punct)  𝑎𝑏 − 0 = 𝑎𝑏 − 0 ≠ 0 

Subiectul 2 
(1 punct)  Numerele pare sunt 𝑛2 − 𝑛 + 2, 𝑛2 − 𝑛 + 4, … , 𝑛2 + 𝑛 

(1 punct)  Numerele impare sunt 𝑛2 − 𝑛 + 1, 𝑛2 − 𝑛 + 3, … , 𝑛2 + 𝑛 + 1 

(1 punct)  𝑎𝑛 = 𝑛 𝑛2 + 1  

(1 punct)  𝑏𝑛 = (𝑛 + 1) 𝑛2 + 1  

(1 punct)   
𝑎𝑛

𝑏𝑛
− 1 =

1

𝑛+1
 

(1 punct)  Obţine 𝑛 < 2010 

(1 punct)  Mulţimea 𝐴 are 2009 elemente 

Subiectul 3 
(1 punct)  𝑎𝑛 = 𝑛𝑟 

(1 punct)  𝑏𝑛 = 𝑞𝑛  

(2 puncte)    
𝑎1

𝑏1
+  

𝑎2

𝑏2
+ ⋯ +  

𝑎𝑛

𝑏𝑛
 

2

≤  𝑎1 + ⋯ + 𝑎𝑛  
1

𝑏1
+ ⋯ +

1

𝑏𝑛
   

(1 punct)  𝑎1 + ⋯ + 𝑎𝑛 = 𝑟 1 + ⋯ + 𝑛  

(1 punct) 
1

𝑏1
+ ⋯ +

1

𝑏𝑛
=

1

𝑞−1
 1 −

1

𝑞𝑛   

(1 punct) 
1

𝑏1
+ ⋯ +

1

𝑏𝑛
<

1

𝑞−1
 și finalizare 

Subiectul 4 

(2 puncte)  Scrie relaţia 3𝑆𝐺      = 𝑆𝐴      + 𝑆𝐵      + 𝑆𝐶      

(1 punct)  Trei vectori formează un triunghi dacă și numai dacă suma lor este vectorul nul 

(2 puncte)  𝐴𝐺      
𝐴 =

1

3
 𝐴𝑀       + 𝐴𝐵      + 𝐴𝐶       , etc 

(1 punct)    𝐴𝐺      
𝐴 = 0    dacă și numai dacă   𝐴𝑀       = 0   

(1 punct)    𝐴𝑀       = 0    dacă și numai dacă   𝐺𝑀       = 0  , deci 𝐺 = 𝑀 
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CLASA A X-A 

 

Subiectul 1. a) Rezolvaţi ecuaţia  9𝑥 + 10𝑥 = 4𝑥 + 15𝑥  

b) Demonstraţi inegalitatea  log3 log3 5 + log5 log5 7 + log7 log7 3 > 0. 

* * * 

 

Subiectul 2. Determinaţi numerele naturale 𝑥, 𝑦 și numărul prim 𝑝, știind că 

𝑥3 + 𝑥 = 𝑝𝑦 + 2. 

Florin Stănescu 

 

Subiectul 3. Fie 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℂ astfel încât  𝑎 =  𝑏 =  𝑐 = 1 și 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 = 0. Demonstraţi că 

dacă 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 ≠ 0, atunci  𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 2.  

* * * 

  

Subiectul 4. Fie funcţia 𝑓:  −1, ∞ → ℝ, definită prin formula 𝑓 𝑥 =
𝑥2

𝑥+1
. Demonstraţi că 

pentru orice 𝑝, 𝑞 ∈ [0,1] cu 𝑝 + 𝑞 = 1 și 𝑥, 𝑦 ∈  −1, ∞ , avem 𝑓 𝑝𝑥 + 𝑞𝑦 ≤ 𝑝𝑓 𝑥 + 𝑞𝑓 𝑦 . 

Florin Stănescu 
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CLASA A X-A – BAREM DE EVALUARE 

Subiectul 1 
(2 puncte)   3𝑥 − 2𝑥  3𝑥 + 2𝑥 − 5𝑥 = 0 

(2 puncte)  𝑥 = 0 și 𝑥 = 1 

(1 punct)  log3(log3 5) > log7(log3 5) 

(1 punct)  log5(log5 7) > log7(log5 7) 

(1 punct)  Finalizare 

Subiectul 2 
(2 puncte)  𝑝 este număr prim par, deci 𝑝 = 2 

(1 punct) 𝑥 − 1 = 2𝑚  și 𝑥2 + 𝑥 + 2 = 2𝑛  

(2 puncte) Elimină 𝑥 și obţine 𝑚 ∈ {0,1,2} 

(1 punct) Obţine 𝑚 = 0, 𝑥 = 2, 𝑦 = 3 

(1 punct) Obţine 𝑚 = 2, 𝑥 = 5, 𝑦 = 7 

Subiectul 3 
(2 puncte)   𝑎 + 𝑏 + 𝑐 2 = 2 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎  

(2 puncte)   𝑎 + 𝑏 + 𝑐 =  𝑎 + 𝑏 + 𝑐   

(3 puncte)   𝑎 + 𝑏 + 𝑐  = |𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎| și finalizare 

Subiectul 4 
(2 puncte) Înlocuirea funcţiei 𝑓 

(5 puncte) Finalizare 
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CLASA A XI-A 

Subiectul 1. Fie  𝑎𝑛 𝑛≥1 și  𝑏𝑛 𝑛≥1 două șiruri de numere reale strict pozitive astfel încât 

lim
𝑛→∞

 
𝑎𝑛

3

𝑏𝑛
2

+
𝑏𝑛

3

𝑎𝑛
2
 = 0. 

Arătaţi că: a) Şirul  𝑎𝑛𝑏𝑛 𝑛≥1 converge la zero; b) Şirurile  𝑎𝑛 𝑛≥1 și  𝑏𝑛 𝑛≥1 converg la zero. 

Dinu Teodorescu 

Subiectul 2. Fie  𝑥𝑛 𝑛≥1 un șir de numere reale astfel încât șirul  𝑥2𝑛 𝑛≥1 converge către 1, iar 

șirul  𝑥2𝑛−1 𝑛≥1 converge către −1. Demonstraţi că șirul 𝑦𝑛 = 𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛  este 

divergent, iar șirul 𝑧𝑛 = 𝑦𝑛 /𝑛 este convergent. 

Cristinel Mortici 

Subiectul 3. Fie 𝑓: ℝ → ℝ o funcţie. Demonstraţi că 

lim
𝑛→∞

 𝑓  
1

ln 𝑛
 + 𝑓  

1

2 ln 𝑛
 + ⋯ + 𝑓  

1

𝑛 ln 𝑛
  = lim

𝑥→0

𝑓 𝑥 

𝑥
 , 

în ipoteza că limita din dreapta există, finită sau nu.                                                 Cristinel Mortici 

 

Subiectul 4. a) Fie 𝑋, 𝑌 ∈ ℳ2 ℂ  astfel încât tr(𝑋𝑌) = tr 𝑋 ∙ tr 𝑌. Demonstraţi că 

det(𝑋 + 𝑌) = det 𝑋 + det 𝑌. 

b) Fie 𝐴, 𝐵 ∈ ℳ2 ℂ  astfel încât det  𝐴 + 𝐵 2 = det 𝐴2 + 2𝐴𝐵 + 𝐵2 . 

Demonstraţi că det 𝐴𝐵 − 𝐵𝐴 = 0.                                                                               Florin Stănescu 
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CLASA A XI-A – BAREM DE EVALUARE 

Subiectul 1 

(3 puncte) Cu inegalitatea mediilor: 0 < 2 𝑎𝑛𝑏𝑛 ≤
𝑎𝑛

3

𝑏𝑛
2 +

𝑏𝑛
3

𝑎𝑛
2 

(2 puncte) 0 ≤ 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 ≤
𝑎𝑛

3

𝑏𝑛
2 +

𝑏𝑛
3

𝑎𝑛
2 

(2 puncte)  Şirul 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛  converge la zero, apoi  0 < 𝑎𝑛 , 𝑏𝑛 < 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 → 0 

Subiectul 2 
(3 puncte) Dacă 𝑦𝑛  este convergent, ar trebui ca 𝑦𝑛+1 − 𝑦𝑛 → 0, absurd 

(2 puncte) 𝑧2𝑛 → 0 cu Cesaro-Stolz 

(2 puncte) 𝑧2𝑛−1 → 0 cu Cesaro-Stolz 

Subiectul 3 
(2 puncte)  𝐿 − 𝜖 𝑥 < 𝑓 𝑥 <  𝐿 + 𝜖 𝑥, unde 𝐿 este limita din dreapta 

(2 puncte)  𝐿 − 𝜖 
1

𝑘ln 𝑛
< 𝑓  

1

𝑘 ln 𝑛
 <  𝐿 + 𝜖 

1

𝑘ln 𝑛
 

(1 punct)  𝐿 − 𝜖  
1

𝑘ln 𝑛

𝑛
𝑘=1 <  𝑓  

1

𝑘ln 𝑛
 𝑛

𝑘=1 <  𝐿 + 𝜖  
1

𝑘ln 𝑛

𝑛
𝑘=1  

(2 puncte) Şirul  
1

𝑘ln 𝑛

𝑛
𝑘=1  tinde la 1 (Cesaro-Stolz) si finalizare 

Subiectul 4 
(3 puncte) a), unde o soluţie calculatorie directă este posibilă 

(2 puncte) Cu 𝑋 =  𝐴 + 𝐵 2 , 𝑌 = 𝐴𝐵 − 𝐵𝐴, demonstrează tr(𝑋𝑌) = tr 𝑋 ∙ tr 𝑌 = 0 

(2 puncte) Conform a), rezultă det(𝑋 + 𝑌) = det 𝑋 + det 𝑌 și apoi concluzia 
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CLASA A XII-A 

Subiectul 1. Într-un grup  𝐺,⋅  cu elementul neutru notat cu 𝑒 există două elemente 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 

astfel încât 𝑎3 = 𝑒 și 𝑎𝑏 = 𝑏2𝑎. Demonstraţi că 𝑏7 = 𝑒. 

 𝐅𝐥𝐨𝐫𝐢𝐧 𝐒𝐭ă𝐧𝐞𝐬𝐜𝐮 

Subiectul 2. Fie 𝐴 un inel și 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 astfel încât 1 − 𝑎𝑏 este inversabil. 

Demonstraţi că 1 + 𝑎𝑏 1 − 𝑎𝑏 −1 este inversabil. 

 𝐂𝐫𝐢𝐬𝐭𝐢𝐧𝐞𝐥 𝐌𝐨𝐫𝐭𝐢𝐜𝐢 

Subiectul 3. Fie funcţia 𝑓:  0,1 → ℝ cu 𝑓 0 = 0 și definită pentru 𝑥 ∈ (0,1] prin 

𝑓 𝑥 =
2

 𝑥
cos

1

𝑥
− 3 𝑥 sin

1

𝑥
. 

Demonstraţi că: a) Funcţia 𝑓 admite primitive. 

b) Funcţia 𝑓 nu are limită în zero și există un șir  𝑢𝑛 𝑛≥1 ⊂ (0,1) astfel încât 

                                                 lim
𝑛→∞

𝑢𝑛 = 0    și   lim
𝑛→∞

𝑓 𝑢𝑛 = 2011.                       𝐂𝐫𝐢𝐬𝐭𝐢𝐧𝐞𝐥 𝐌𝐨𝐫𝐭𝐢𝐜𝐢 

 

Subiectul 4. Fie 𝑓:  0,1 → [0, ∞) continuă cu 𝑓(1) ≠ 0 și definim șirul  𝑥𝑛 𝑛≥1 ⊂ (0,1) prin 

 𝑓(𝑡)
𝑥𝑛

0

𝑑𝑡 = 𝑛  𝑓(𝑡)
1

𝑥𝑛

𝑑𝑡 ,   𝑛 = 1,2,3, …  . 

Demonstraţi că șirul  𝑥𝑛 𝑛≥1 este monoton, convergent către 1 și 

lim
𝑛→∞

𝑛(1 − 𝑥𝑛 ) =
1

𝑓(1)
 𝑓(𝑡)

1

0

𝑑𝑡. 

 𝐅𝐥𝐨𝐫𝐢𝐧 𝐒𝐭ă𝐧𝐞𝐬𝐜𝐮 
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CLASA A XII-A – BAREM DE EVALUARE 

Subiectul 1 
(2 puncte) 𝑎 = 𝑏2𝑎𝑏−1 și 𝑎2 = 𝑏2𝑎𝑏𝑎𝑏−1  

(3 puncte)  𝑎𝑏 3 = 𝑒 

(2 puncte) 𝑏7 = 𝑒 

Subiectul 2 
(2 puncte) Dacă 1 − 𝑥𝑦 este inversabil, atunci 1 − 𝑦𝑥 este inversabil 

(2 puncte)  1 − 𝑦𝑥  1 + 𝑦𝑐𝑥 =  1 + 𝑦𝑐𝑥  1 − 𝑦𝑥 = 1, unde 𝑐 =  1 − 𝑥𝑦 −1 

(2 puncte) Cu 𝑥 = 𝑎, 𝑦 = 𝑏, 𝑐 =  1 − 𝑎𝑏 −1 , rezultă 1 + 𝑏 1 − 𝑎𝑏 −1𝑎 inversabil 

 (1 punct) Aplică procedeul încă o dată și obţine 1 + 𝑎𝑏 1 − 𝑎𝑏 −1 inversabil 

Subiectul 3 

(4 puncte) Demonstrează că  𝐹 𝑥 = −2𝑥 𝑥 sin
1

𝑥
 , cu 𝐹 0 = 0 este o primitivă 

(1 punct) 𝑓  
1

2𝑛𝜋
 → ∞ 

(1 punct) 𝑓  
1

𝜋

2
+2𝑛𝜋

 → 0 

(1 punct) Concluzia rezultă folosind continuitatea funcţiei 𝑓 

Subiectul 4 
(2 puncte) Şirul 𝑥𝑛  este monoton 

(1 punct) Şirul 𝑥𝑛  converge la 1 

(2 puncte) Scrie  𝑛 1 − 𝑥𝑛 =
 𝑓 𝑡 

𝑥𝑛
0 𝑑𝑡

 𝑓 𝑡 
1
𝑥𝑛

𝑑𝑡

1−𝑥𝑛

 

(1 punct)  𝑓 𝑡 
𝑥𝑛

0
𝑑𝑡 →  𝑓 𝑡 

1

0
𝑑𝑡 

(1 punct) 
1

1−𝑥𝑛
 𝑓 𝑡 

1

𝑥𝑛
𝑑𝑡 → 𝑓(1) 


