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CLASA aV-a

1. Fienumerele: m=31+34+37+40+...+97+100 i n=38+41+44+47+...+95+98.
a) Calculati 2 m-2-n+20.
b) Aflati restul impartirii numarului p=30-m-2-n+21 la 7.

2. Se considerd numarul: a= 2°"? +4°™ +8*™ <N,
a) Aflati cea mai mica valoare a lui pEN*, astfel incat p- a este patrat perfect, pentru
orice nEN.
b) Aflati cea mai mica valoare a lui p <N, astfel incat p- a este cub perfect, pentru
orice nEN.

3. Sedaprodusul: P=1-2-3- -2010- 2011.
a) Determinati in cate cifre de 0 se termina produsul P.
b) Eliminand din produs tofi multiplii de 2 si de 5, aflati ultima cifra a numarului
ramas.

4. Suma a patru numere este 999. O treime din al treilea este egala cu o patrime din al
patrulea. Primul numar impartit la al treilea da catul si restul 3, iar al doilea impartit la al
patrulea da catul si restul 4. Aflati cele patru numere.
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Determinati tripletele de numere prime (x,y, z) pentru care x2y =216 - xz.

bea +cab este reductibila
2hca +3 [€ab uetioria

Dacd abc este divizibil cu 37, atunci fractia

Se considera unghiurile drepte AOB si COD, astfel incat CEInt(A/O\B), Be Int(C/O\D) si

unghiul AOE alungit.
a) Demonstrati ca unghiul format de bisectoarele unghiurilor AOC si BOD este
unghi drept.
b) Dacé 3- m(AOC)= 5 m(DOE), aflati mésurile unghiurilor COB si BOD.

Se da triunghiul isoscel ABC, AB=AC. M si N sunt mijloacele laturilor AB, respectiv AC. Pe
prelungirea lui BN se ia punctul Q, astfel incat NQ=2- BN, N&(BQ), iar pe prelungirea lui
CM se ia punctul P, astfel incat MP=2- CM, M<(CP). Daca {D}=PB N QC, demonstrati ca
[AD este bisectoarea unghiului BAC.
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1. a) Dati doua exemple de numere naturale patrate perfecte care se termina cu 2025.
b) Demonstrati ca exista o infinitate de numere naturale patrate perfecte care se termina
cu 2025.

2. a) Dati o solutie a ecuatiei x2+y2=1010 in multimea numerelor intregi.
b) Aratati ca ecuatia x2+y2=1000 + 1022 are o infinitate de solutii in multimea numerelor
intregi.

3. inrombul ABCD, m(A)=60°. Daca M este mijlocul laturii AB, CM N BD = {N}, iar ND = 3 cm,
aflati:
a) Perimetrul rombului.
b) Raportul dintre aria triunghiului BMN si aria rombului.

4. a) Demonstrati ca punctele de intersectie ale bisectoarelor unghiurilor unui dreptunghi
sunt varfurile unui patrat.
b) Prin varful C al patratului ABCD se construieste o dreapta care intersecteaza

semidreptele (AB si (AD in M, respectiv N. Demonstrati ca A—1M +$ = constant .
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1.1
Dacd asi b sunt numere reale, astfel incat a+b = 2 +B =4 | aflati valoarea sumelor:

a) Determinati elementele multimii A={xE7Z | x2-11x este numar natural patrat perfect }.
b) Aratati ca pentru orice n€7Z\{ -1, 0}, exista xEZ, astfel incat numarul x2-(2n +1)x
este patrat perfect nenul.

in cubul ABCDA'B’C’D’, O este centrul fetei CDD’C’ si M este mijlocul muchiei B’C’. Aflati:
a) Masura unghiului dintre BO si AD’.
b) Masura unghiului AOM.

Fie prisma patrulatera regulata ABCDA’'B’C’D’ cu latura bazei AB=6 cm si inaltimea
AA’=12 cm. Daca M (AA’), AM=2 cm, N (BB’), BN=4 cm si P<(CC’), CP=6 cm,
determinati:
a) Distanta de la punctul A’ la dreapta de intersectie a planelor (MNP) si (ABCD).
b) Distanta de la punctul C’ la planul (MNP).
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Subiect 1
a) m-n=31+234+37+(40-38)+(43-41)+...+(97 - 95)+(100 - 98)=
=102+ 2+ 2;5{;{.ﬂ...+2 SA02 442 =144, oo 3 puncte
(sau calculul lui m:_1punct, calculul lui n: _1punct, calcul m-n: 1punct)
22M=2"N+20=288+ 20 =308.......coooeieieeeie s e 2 puncte
b) 30m-2n+21=28m+2m-2n+20+1=28 m+308+1=Mr+ 1. .o 1 punct
ReStUl TMPAIIFT €S8 1. et 1 punct
Subiect 2
a= 202+ 4TT 4 g = Qg 04 90 = P (1444 2) = 2T e 2 puncte
2
a) Cel mai mic numar p, astfel incat p- a si fie patrat perfect este p = 7, avand p-a= 2?77 = (23”+1 D’) ,
PALFAL PEITECE. ..ottt ettt s 3 puncte
3
b) Cel mai mic numér p, astfel incat p- a sa fie cub perfect este p = 2- 72= 98, avand p-a= 2" [1° = (22“+1 U)
0T 80T o PSSR 2 puncte
Subiect 3
a) Inprodus sunt:
402 NUMETE AIVIZIDIIE CU B: ...t et 1 punct
80 NUMErE AIVIZIDIIE CU 25, ... vt 1 punct
j5 numere divizibile cu 125, si 3 numere divizibile CU B25. ..o 1punct
In total sunt 402 + 80 + 16 + 3 = 501 factori de 5, cum numarul factorilor de 2 este mai mare, rezulta ca numarul P
se termind in 5071 CIfre A8 0 . ..ot ettt 2 puncte
b) La fiecare grupa de cate 20 de numere, dupa eliminarea multiplilor de 2 si de 5, ultima cifra este 1, deci pana
la 2000 ultima cifra a produsului NUMErelor rAmase StE 1. ..., 1punct
Ultima cifra a produsului numerelor ramase in P este dat de u(2001- 2003- 2007- 2009- 2011) = 9........ 1punct
Subiect 4.
Cele patru numere se pot reprezenta: 1l1: 3x, IV:4x,1: 3-3x+3=9x+3sill: 4 4x+4=16x+4. ....ccce.c....... 2puncte
Se obtine ecuatia: Ix + 3 + 16X + 4 + 3X + 4X =999 ..o s 2 puncte
DB UNGE X T 371 ettt ettt ettt bbbt bt a bbb bbbt et b et es et b en b st et e 1punct
NUmerele SUNt: 282, 500, 93, 124ttt eees ettt et et et et et seeeeseses et ee et eseseseneseseseneseneeneneeeneeeneas 2 puncte

Obs. Problema se rezolva si prin metoda grafica.
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Subiect 1.
XY =216 = XZ = XY+ XZ =216 = X(XY +2) T 2716 ot 1punct
Cum X | 216 i X Prim, FeZUIE XE{2, 3}...omeiceeeeeeeee ettt 2 puncte
Daca x = 2 se obtine 2y +z =108. Dar 2y si 108 sunt pare, rezultd z este par, fiind si prim, rezulta z = 2 si apoi se obtine y =
D3, et eeaebae R s R s R AR R ettt 2 puncte
Daca x = 3 se obtine 3y +z =72. Dar 3y si 72 sunt divizibile cu 3, rezulta z este divizibil cu 3, fiind si prim, rezulta z = 3 si apoi
SE ODENE ¥ = 23t et b bR AR 2 puncte
Tripletele sunt: (2, 53, 2) si (3, 23, 3).
Subiect 2
Daca A= bca+cab,atunci abc +A=111(a+b +c) = Mas7, cum abc :37, rezultd A:37.................. 2 puncte
Daca B= 2[bca + 3[&ab , atunci 13- abc + B =1300a + 130b + 13 + 200b + 20c + 2a + 300¢ + 30a + 3b =
1332a + 333b + 333c = 37(36a + 9b + 9¢) = M7, cum abC :37, rezultd Bi37. oo 4 puncte
Tn concluzie fractia @5t TEAUCHIDIIA. ................vveeeeeeeeeeeeeeeee e 1punct
Subiect 3
a) m(xMON) = m(<COM) +m(<COB) +m(«<BON) = c B
m(AOC o m(BOD] m(AOC)+2m(COB)+m(BOD
) 50 (i) 2m(c8] ) s
2 2 2 D
AR AR5 ~ R S AR M
m({AOC)+m|COB)+m(COB|+m(BOD 04000
(0] +m(COB) +m(COB) +m(B0D) _ g vor® _ .
2 2
. o1 [1 [ (-]
A (8] E
b) Daca notam m(<DOE)=3x, m(xAOC)=5x, se obtine ecuatia: 8x = 90°,
deunde X = 11015, e s 2 puncte
Siatunci m(<xDOE)= m(<xCOB)=33%45" si m(«xBOD)= m(xAOC)=56015". .......ccevvvrrrrrrrrrrrrrrenne. 2 puncte
Subiect 4 R @
1) AABN=AACM(LUL), rezultd BN=CM.........ccccosvrrrmrrrrrrrrrrne. 2 puncte
2) APBMZAQCN(LUL). oo 2 puncte A
3) ADPC=ADQB(ULU), rezultd DB=DC.........ccccoruurrrrrrrrrrnnen. 2 puncte
4) ADAB=ADAC(LLL), rezulta <DAB=<DAC si deci [AD este bisectoarea
unghiului BAC. ..o, 1 punct
Varianta: 3’) <ABC=<ACB(AB=AC). (1 punct) Din 2 si 3), rezulta B L
<DBC=<DCB, de unde DB=DC. (1 punct) Apoi 4) ADAB=ADAC(LLL),
rezultd <DAB=<DAC si deci [AD este bisectoarea unghiului BAC.
........................................................................................... (1 punct D
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Subiect 1

a) 2025 =452, 1092025 = 10452........cccoereiieieeseesesies e 2 puncte

b) n045° = (1000n+45)° = 10°n? + 90000n + 45? = a0000 + 2025 = a2025 , patrat perfect care se
termina cu 2025, unde n este orice numar natural nenUl...........ccccoovvvveiiececeiieeee 5 puncte

Subiect 2

a) Problema revine la a scrie 1010 ca suma de doué patrate. Exemple de solutii ce se pot da: (29, 13), (31, 7),
74 T ) RS 2 puncte

b) x2+y2=10(100 +z2) = (9 + 1)(100 + z2) = (3z + 10)2 + (z - 30)%(0 variantd)............... 3 puncte

Siatunci daca luam x =3z + 10, y =z - 30, arata ca orice triplet de forma ( 3z + 10, z - 30, z), unde z€Z,
este solutie @ ecuatiel date...........oovovoeeirece e 2 puncte

Subiect 3

a) N este centru de greutate in AABC, de unde ND = 2- NB si atunci BD =4,5 cm,............ 2 puncte

dar rombul avand m(A)=600°, rezulta perimetrul este de 4,5cm-4 =18 cm. ......cccoovvrvnnnne. 2 puncte

b) Daca se noteaza cu S = aria triunghiului BMN, atunci e#Fsen = 2S, efscm = 2S, apoi ofasc = 6S i A
aecd = 128, rezulta ca raportul dintre aria triunghiului BMN si aria rombului este 1/12......... 3 puncte

Subiect 4
a) AABP, ADCM, ABCN, AADQ sunt dreptunghice isoscele, rezulta D P
patrulaterul MNPQ are unghiurile drepte, deci este
dreptunghi.....ccceceii e 2 puncte
Apoi PA=PB si AQ=BN(ABCN=AADQ), rezultd PN=PQ si atunci Q 4
MNPQ este patrat............ccceeevivevnieereeeeae, 2 puncte
M
A
b) Ancn t AN = AN 1 punct,
rezulta AM- BC+AN- DC= AM- AN, de unde . N
s + St constant 2 puncte
AN T BE - COMSAN e .
Obs. Se poate da solutia bazata pe teorema fundamentala D
a asemanarii care se aplica si in cazul general cand ABCD
este romb.
DC || AM, rezultd ANDC[CANAM, de unde bc = &
AM MN A B

BC || AN, rezultd AMBC[LAMAN, de unde BC_ M—C
AN  MN

Prin adunarea celor doua relatii, membru cu membru se obtine % + BC = NC + MC

=1. DC=BC, rezulta
AN MN

—t— =i =constant .
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Subiectul 1
(a+b)(1+1j=16, .............................................................................................................................. 2 puncte
a
rezultd —+ —+2=16. 3 atunCi —+ —+ 6 =20 ..o s 2 puncte
a2 b (a b)Y _
Apoi b—2+a—2+6— B"'g +4=196+4=200. ... 3 puncte
Obs. Calculul se poate obtine daca se deduce din conditia datd ca a=2+ /3 sib=2- /3, sau invers.
Subiectul 2
a) X2-11x=k? o 4x2-44x=4K? < 4x2 - 44x +121-4k2=121 = (2x-11)2-4k2=121 =
(2X =11 = 2K)(2X = 11 H2K) = 1271 ettt 1 punct
Scriind toate sistemele care se formeaza se obtine A ={-25,0, 11,36 }......ccoovvriiviiececeecese, 2 puncte
b) x2-(2n+1)x=k? « 4x2-4(2n+1)x=4k? = 4x2-4(2n+1)x+ (2n+1)2-4k2=(2n+1)?2 =
(2X=2n =1 = 2K)(2X =20 =1 42K) = (2N 4 1)2 oo 2 puncte

O solutie patrat perfect nenul se obtine luand 2x-2n-1 -2k=1si2x-2n-1 +2k=(2n + 1)2.
Care da x = (n + 1)2. Sau pentru valorile negative da x = - n2. Pentru x = (n + 1)2inlocuind da (n + 1)*-(2n +1)(n +

12=(n+1)2(n2+2n+1-2n-1) = n2(n + 1), patrat perfect nenul...........ccceceevrvviiccecccccee, 2 puncte
Subiectul 3
a) BC' || AD’, rezult m(B/O,—A\D') - m(I§6,B\C') = 30", deoarece BO este median in triunghiul echilateral BDC'.
................................................................................................................................................................... 2 puncte
2
b) Daca notam latura cubului cu a, atunci AO =+/AD*+ 0D’ =, [a’ + 2% = % ................................ 1 punct
AM = /BIA? + B = 202 a— > OM—@—§ ........................................................................ 2 puncte
Se obtine ca AM? = AQ* + OMZ, reZUltd M(XAOM)=900.........cocviierieiiee e 2 puncte
Subiectul 4: o o
MN = /6% + (4-2)° =40 =210, NP= /67 +(6-4)" =/40 = 24/10 ... 1 punct
)v\/(),. VB (6-4) = leunt o
Daca {Q}=(MNP) N DD’, atunci patrulaterul MNPQ este romb si QN || BD. Rezulta
ca dreapta de intersectie a planelor date este o dreapta d paralela cu BD ce contine
punctul E, unde {E}= MP MAC........coceee e 1 punct
Cum BD L AC, atunci AC L d. Din teorema celor trei perpendiculare se obtine ca P
distanta este A'E. AM || CP, rezulta AEAMCAECP si se obtine AE=3+/2 , far din Q 7
JY = N = N 2 puncte /
b) Distanta reprezinta lungimea inal{imii din C' pe MP ... 1 punct [N
Avem MP- d(C’, (MNP))=C'P- AC; 2+/22 - d(C’, (MNP))=6- 6+/2 , " S c
rezulta d(C’, (MNP))= ﬁ ........................................................................ 2 puncte < 5
E
Sau: e d(C, (MNP)) 04‘C’NP' d(M, (C'NP)). d
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