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La concursul Gazeta Matematica si ViitoriOlimpici.ro pentru clasa a V-a la etapa
a IV-a, s-a propus problema 1 cu urmatorul enunt:
Fie a, b, c, numere naturale astfel incit b=ax si c=bx, xe N. Ardatati cd dacd

a+b+c este numar par , atunci a, b, c sunt numere pare.
ek

La aceasta problema au dat solutii un numar de 86 de elevi. Prezentam in
continuare 4 solutii date de acestia:

Solutia I

& . - . 2 . -
In ipoteza ca a + b + ¢ este numar par, cum b = ax si ¢ = bx= ax , obtinem ca

2 2
atb+c=a+ax+ax =a(l +x+ x ) este numar par.

2
Vom demonstra ca numdrul 1 + x + x este intotdeauna impar:

Intr-adevar, cum numerele x si x + 1 sunt consecutive, unul dintre ele este par, iar celalalt
2

impar, deci produsul x(x + 1) este intotdeauna par siatunci 1 + x +x =1+ x(x + 1) este
intotdeauna impar.

2 2
Deoarece 1 + x + x este impar, 1ar a(l + x + X ) este par, inseamna ca a este par. Daca
2

a este par, atunci si ax = b este par iar ax = c este par si el, exact ceea ce doream sa
demonstram.

Generalizare: Problema se poate generaliza astfel:

Sad se arate cd dacd suma unui numdr impar de termeni consecutivi ai unei progresii

geometrice, cu toti termenii si ratia numere naturale, este un numdr par, atunci fiecare dintre

acei termeni din suma este neapdrat numdr par.

Demonstratie: Fie n impar si a,a,..,a cei n termeni ai progresiei de ratie x numar natural.
2 n-1

Atunci a=axa=ax,..,a=ax siavem

n-1
S=a +a +..+a =a(l+x+..+x ).
1 2 n 1

Deoarece n este impar, rescriem:

n-1 3 n-2
X+..+4X =x(1+x)+x (1+x)+...+x (1+x)



Fiecare termen din aceasta ultima suma este multiplu de x(1 + x), care e Intotdeauna
n-1
numar par, deci 1 + x +... + x este totdeauna numar impar. Presupunand acum ca S este

par, rezulta ca a trebuie neaparat sa fie par, si deci si a,a,..,a sunt tot numere pare,

fiind multiplide a .

Solutia a I1-a

Exista 2 situatii:
1) Cénd x este un numar par;
2) Cand x este un numar impar.

1) Daca x este numar par atunci ax este un numar par si evident ca si b va fi numar
par. De aici rezulta ca si bx va fi un numdr par si prin urmare si ¢ va fi un numdr par. In
aceasta situatie, cum b, c sunt ambele pare, evident ca dacd atb+c este un numar par
atunci a nu va putea sa fie decat un numar par.

2) Daca x este numar impar exista 2 posibilitati ca a sa fie impar sau ca a sa fie par.

2.1 Daca presupunem ca a este numar impar atunci ax este numar impar si evident ca
si b va fi numar impar. De aici rezultd ca si bx va fi impar §i prin urmare si ¢ va fi un
numar impar. Prin urmare, daca a+b+c va fi un numar par, rezulta ca a va fi obligatoriu
un numar par fapt care este in contradictie cu presupunerea initiala.

2.2 Daca x este numar impar si dacd presupunem ca a este numar par atunci ax
este numar par si evident cd si b va fi numar par. De aici rezulta ca si bx va fi par si
prin urmare si ¢ va fi un numar par. Cum a, b, ¢ sunt toate pare si suma a+b+c va fi
para.

Solutia a [ll-a

atb+c =atax+bx = ataxtax® = a(1+x+x’)este numir par
Daci x este numdr par atunci x° este tot numir par, deci (1+x+x7) este numir impar.
Daci x este numdr impar atunci x° este tot numir impar, deci (x+x°) este numar par si
(1+x+x%) este numar impar.
Rezultd ci oricare ar fi xe N numdrul (1+x+x%) este numir impar.
Atunci a(1+x+x*)este numir par doar daca a este numar par.
Avem ca a este numar par deci obtinem ca b =ax este numar par si c=bx este numar par.
Rezulta ca a,b,c sunt numere pare.

Solutia a IV-a

a+b+c=a+ax +ax-x =a+ax +ax® =a-(1+x+x2)



Presupunem ca a este impar
= (1+x+x2)par:> (1+x+x2) =2p,peN =
xXPix=2p-1= X(X + 1) =2p —1 contradictie cu faptul ca produsul a 2 nr

consecutive este totdeauna par.
Deci, aeste par = b = ax = par = ¢ = bx = par



