1. Multimea numerelor naturale
1.1. Metode de rezolvare a problemelor de aritmetica

1.1.1. Metoda figurativa

Metoda figurativa este o metoda de rezolvare a problemelor de aritmetica ce
constd in reprezentarea printr-un desen a marimilor necunoscute si fixarea in acest
desen a relatiilor dintre ele §i marimile date in problema.

Model. Dinu si lonel si-au pus impreuna banii pe care 1i aveau, in total 17500
lei. Ce suma are fiecare din cei doi, stiind ca, daca Dinu i-ar da lui Ionel 2500 lei, ei ar
avea sume egale.

Solutie. Cele doud persoane nu au sume egale. Fie acestea:

| | I reprezintd suma lui Dinu
|- reprezintd suma lui lonel.

Dinu da Iui Ionel 2500 lei si cei doi au sume egale:

aceasta inseamna c¢d Dinu are cu 5000 lei mai mult decat lonel.
Ce suma ar avea impreuna cei doi, daca fiecare ar avea o suma de bani egala cu
a lui Tonel?
17500 lei — 5000 lei = 12500 lei
Ce suma are lonel? 12500:2 = 6250 lei
Ce suma are Dinu? 6250 + 5000 = 11250 lei
Verificare: Ce suma au impreund cele doua persoane?
11250 lei + 6250 lei = 17500 lei
Dinu da lui Ionel 2500 lei. Cei doi au:
11250 lei — 2500 lei = 8750 lei (Dinu)
6250 lei + 2500 lei = 8750 lei (Ionel)

Probleme rezolvate

R1.1.1.1. Fiica, tatél si bunica au Tmpreuna 90 de ani. Peste 2 ani tatil va avea
de 8 ori varsta flicei, iar bunica de 2 ori varsta actuald a tatalui. Sa se afle varsta
fiecaruia in prezent.

Solutie. Vom reprezenta varstele persoanelor in modul urmator:
varsta fiicei in prezent

11



varsta fiicei peste 2 ani
2

varsta tatdlui peste 2 ani
2 2 2 2 2 2 2 2

varsta tatdlui in prezent

2 2 2 2 2 2 2

Varsta tatalui In prezent este formata din 8 segmente si inca 14 deci varsta
bunicii peste 2 ani va fi dublu, adica va fi formata din 16 segmente si inca 28, ceea ce
inseamna cd 1n prezent varsta bunicii este formata din 16 segmente si inca 26.

Suma vérstelor in prezent este formata din 25 segmente si inca 40; un segment
reprezintd 2.

Fiica are 2 ani, tatal are 8-2+14=30 ani, iar bunica are 16-2+26=58ani, In
prezent.

R1.1.1.2. Daca intr-o clasa se ageaza cite 2 elevi intr-o banca, raman 3 elevi in
picioare; daca se ageaza cate 3 elevi Intr-o banca ramén 4 banci libere. Cate banci si
cati elevi sunt 1n clasa?

Solutie. Vom reprezenta cele doud marimi care intervin in problema prin
segmente.

numarul de banci |

numarul de elevi | I |
2-b+3

numarul de elevi I I | I
3-(b-4)=3-b-12

Se constata ca b-12=3, deci b-15.

In clasa sunt 15 banci si 15-2+3=33 elevi (sau 3-(15-4)=33).

R1.1.1.3. Doi elevi aveau de rezolvat un anumit numar de probleme. Cand
unul din ei mai avea de rezolvat 3 probleme ca sa termine, a rezolvat de 3 ori mai
multe probleme decét celalalt, care mai avea de rezolvat 15 probleme. Cate probleme
avea de rezolvat fiecare elev?

Solutie. Cei doi elevi nu au rezolvat acelagi numar de probleme. Fie acestea:
| reprezintd numarul de probleme rezolvate

de cel de al doilea elev
| { } } reprezintd numarul de probleme rezolvate
de primul elev
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Numarul total de probleme poate fi reprezentat in doud moduri:

Numarul de probleme rezolvat de al doilea elev se poate afla
(15-3):2=6 probleme
Numarul total de probleme ce trebuie rezolvate este
15+6=21 probleme
R1.1.1.4. Cinci baieti aveau, fiecare, acelasi numar de mere. Dupa ce fiecare a
mancat cite 12 mere, le-au ramas, laolalta, atatea mere cate a avut fiecare din ei la
inceput. Cate mere a avut fiecare?
Solutie.
| reprezintd numarul de mere ce il avea fiecare baiat
Fiecare baiat mananca 12 mere, in total 60 mere se mananca.

si le-au rimas Tmpreund atatea mere cate au avut 60:4=15 reprezintd numarul de mere
pe care l-a avut fiecare la inceput.

R1.1.1.5. Aflati 4 numere naturale, stiind ca suma lor este 48, iar daca se
adunad numarul 3 la primul, se scade 3 din al doilea, se imparte al treilea la 3 si se
inmulteste al patrulea cu 3, se obtin numere egale.

Rezolvare. a+3=b-3=c:3=d-3, a,b,c,d fiind cele 4 numere

d — )
¢ Al

3 48
b '

-3
a [—f——

J

16d=48

d=3 = a=6, b=12, c=27, d=3

R1.1.1.6. Tatal are cu 5 ani mai putin decat mama si fiul la un loc. Peste 7 ani,
fiul va avea a treia parte din varsta mamei si toti trei vor avea Impreund 108 ani. Ce
varsta are fiecare in prezent?

Rezolvare. Se poate afla suma varstelor celor trei in prezent:
108-3-7=87

Se poate afla varsta tatilui in prezent.
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Tata are 1n prezent (87-5):2=41 ani. Peste 7 ani, tata va avea 48 ani, iar mama
si fiul la un loc vor avea 108-48=60 ani.

f —
60

m | | | |
60:4=15 ani va avea fiul peste 7 ani, iar mama va avea 45 ani peste 7 ani.
In prezent fiul are 8 ani, iar mama are 38 ani.

R1.1.1.7. Cristina si Alina sunt colege de banca. Cristina 1i spune Alinei: "Da-
mi doud creioane colorate de la tine ca sd am de doud ori mai multe decat ai tu." Alina
zice Cristinei: "Da-mi tu doud creioane colorate de la tine, ca sa am si eu cate au tu."
Cate creioane are fiecare fetita?

Rezolvare.
A —
4
C N
2
A2 [ —H
-2 -2
c+2 f—H—H

Diferenta dintre C+2 si A-2 este de 8, deci A-2=8 = A=10.
Alina are 10 creioane, Cristina are 14 creioane.

1.1.2. Metoda falsei ipoteze

Metoda falsei ipoteze sau a presupunerii este mai putin cunoscutd elevilor.
Caracterul neobisnuit al acestei metode, prin gradul sporit de abstractizare, face
aplicarea ei aparent dificild. Rezolvarea problemelor prin metoda ipotezelor pregateste
pentru intelegerea multor teme de algebrda sau geometrie. Este o initiere in
demonstrarea mai tarziu a teoremelor prin metoda reducerii la absurd.

Metoda falsei ipoteze consta 1n a face o ipoteza (presupunere) oarecare (desi de
obicei se pleaca de la ipoteza "toate de un fel") nu in ideea de a "nimeri" raspunsul, ci
pentru a vedea din nepotrivirea cu enuntul ce modificari trebuie sd facem asupra ei.
Metoda se numeste "a falsei ipoteze" pentru cd avem banuiala cd nu este ipoteza
conforma adevarului.

Problemele care se pot rezolva prin metoda falsei ipoteze sunt de doua tipuri:
a) probleme care se rezolva printr-o ipoteza; b) probleme care se rezolva prin doud sau
mai multe ipoteze.
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Remarca. Problemele examinate ca si cele propuse pot fi rezolvate si prin alte
metode, atat aritmetic cat si algebric, In unele cazuri mai eficiente decat metoda
presupunerii.

Probleme de primul tip (cu o ipoteza)

R1.1.2.1. O echipa de muncitori a instalat o retea de apa montand 180 tevi,
unele lungi de 8 m, altele de 6 m. Stiind ca s-au instalat in total 1240 m de teava, aflati
cate tevi de fiecare lungime s-au folosit.

Solutie. Primul mod. Presupunem ca toate tevile erau de 8 m. Atunci, tevile
utilizate ar avea 8-180=1440 m. In realitate au fost 1240 m, cu 1440—1240=200m
mai putin. Diferenta provine din faptul ci au fost folosite si tevi de 6 m. Inlocuind o
teavd de 8 m cu una de 6 m se pierd 8 —6 =2 m si pentru a anihila surplusul de 200 m
trebuie Tnlocuite 200:2=100 tevi de 8 m cu tevi de 6 m. Prin urmare au fost folosite 100
tevi de 6 m si 180 —100 =80 tevi de 8 m.

Verificare: 6-:100+8-80=600+640=1240 m.

Al doilea mod. Se presupune cd au fost utilizate numai tevi de 6 m. Se
formuleazd un rationament asemanator celui anterior, numai cd de data aceasta
rezultatul este cu 160 m mai mic decédt cel din enunt. De aceea trebuie inlocuite
160:2=80 tevi de 6 m cu tevi de 8 m.

Observatie. Dacd metoda de rezolvare a fost inteleasd elevii nu trebuie sa
explice rationamentul in scris, ci doar sd scrie rezolvarea conform planului logic cu
observatiile corespunzatoare.

Primul mod. Presupunem ca au fost folosite numai tevi de 8§ m.

1) Care este suma lungimilor tevilor conform presupunerii?

8:180=1440 m
2) Care este diferenta dintre lungimea obtinuta si cea reala?
1440 m — 1240 m =200 m

3) Care este diferenta dintre o teavd de 8 m siunade 6 m? 2 m

4) Cate tevi de 6 m au fost instalate? 200:2=100 tevi

5) Cate tevi de 8 m au fost utilizate? 180-100=80 tevi

R1.1.2.2. O excursie costda 3108. Tonel a achitat costul excursiei folosind
bancnote de 5% si de 209, in total 23 bancnote. Cate bancnote de fiecare fel a folosit
Ionel?

Solutie. Presupunem ca a platit numai bancnote de 5$.

1) Cat ar fi costat excursia, conform presupunerii? 23-5=115%

2) Care este diferenta dintre costul obtinut si cel real?

310$ - 1558 = 1958

3) Care este diferenta dintre valorile bancnotelor? 20$ - 5$=15$

4) Cate bancnote de 20$ a avut Tonel? 195:15=13 bancnote

5) Cate bancnote de 58 a avut lonel? 23-13=10 bancnote

Verificare: 5-10+20-13=50+260=310%
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R1.1.2.3. La un concurs se dau 30 de probleme. Pentru fiecare raspuns corect
se acordd 5 puncte, iar pentru fiecare raspuns gresit se scad 3 puncte. Cate raspunsuri
corecte a dat un elev care a obtinut 118 puncte?

Solutie. Presupunem ca elevul a raspuns corect la toate intrebarile.

1) Céte puncte ar fi obtinut, conform presupunerii? 30-5=150 puncte

2) Care este diferenta dintre punctajul obtinut si cel real?

150-118=32 puncte

3) Care este plusul de puncte acordat pentru o problema gresita?

3+5=8 puncte

4) Care este numarul de probleme gresite? 32:8=4 probleme

5) Care este numarul de probleme corecte? 30-4=26 probleme

Verificare: 26-5-4-3=130-12=118 puncte

R1.1.2.4. O persoana se angajeaza la o lucrare: pentru fiecare zi lucrata
primeste 203, iar pentru fiecare zi absentata va plati cate 40$. Dupa 30 zile a constatat
ca nu a castigat nimic, dar nici nu este dator. Cate zile a lucrat persoana?

Solutie. Presupunem ca persoana a lucrat 30 zile.

1) Ce sumad ar fi castigat conform presupunerii? 30-20=600%

2) Care este diferenta castigatd? 600-0=600%

3) Care este plusul acordat pentru o zi nelucrata? 20+40=60%

4) Cate zile nu a lucrat? 600:60=10 zile

5) Cate zile a lucrat? 30-10=20 zile

Verificare: 20-20-10-40=400-400=0.

R1.1.2.5. Un autoturism pleacd din localitatea A spre localitatea B si se
deplaseaza cu viteza constantd de 30 km/h. Ajungand in B, se intoarce, fara sa
opreascad, deplasandu-se de aceasta datd cu viteza de 20 km/h si ajunge in A dupa 5 ore
de la plecare (din A). Sa se afle distanta dintre cele doud localitati.

Solutie. Presupunem ca distanta de la A la B ar fi 120 km. Drumul de la A la B
este parcurs in 120:30=4 ore. La inapoiere drumul este parcurs in 120:20=6 ore.
Timpul total ar fi 4 ore + 6 ore = 10 ore. In total, timpul este 5 ore, de 2 ori mai mic.
Daca timpul este de 2 ori mai mic, atunci si distanta reala va fi de 2 ori mai mica, deci
120:2=60 km.

Verificare: 60:30+60:20=2+3=5 ore.

Probleme de al doilea tip (cu mai multe ipoteze)

R1.1.2.6. Daca in fiecare banci se aseaza cate 5 persoane, atunci 10 persoane
nu au locuri, iar daca se aseaza cite 6 persoane in fiecare banca, atunci raman 5 bénci
libere. Cate banci si cate persoane sunt?

Solutie.
Ipoteza I: Presupunem ca sunt 30 de banci.
Cite 5 persoane in fiecare banca................ 5-30=150 persoane
Fara 10C....coveviiiiecie ettt 10 persoane
Total 160 persoane
Sau: 6 persoane in fiecare banca..................... 6-(30-5)=150 persoane

In cele doua situatii se constatd o diferentd de 10 persoane, ceea ce aratd ca
presupunerea facuta nu corespunde situatiei din problema.
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Ipoteza a Il-a: Fie 32 numarul bancilor.

Cate 5 persoane in fiecare banca............... 5-32=160 persoane
FAra 10C....ccvveeiieeeiee et 10 persoane
Total 170 persoane
Sau: 6 persoane in fiecare banca..................... 6(32-5)=162 persoane

Acum diferenta este de 8 persoane, adica fatd de prima ipoteza, diferenta s-a
micsorat cu 2 persoane, la o crestere a numarului bancilor cu 2. Pentru a ajunge la
situatia din problema e nevoie de inca 8 banci, cite una pentru fiecare persoana. Prin
urmare numarul bancilor este 30+10=40. Atunci:

Cate 5 persoane in fiecare banca............... 5-40=200 persoane
FAra LoC.....coooiieeeeeee e 10 persoane
Total 210 persoane

Deci sunt 40 de banci si 210 persoane.
Verificare: 6-(40-5)=6-35=210 persoane.

R1.1.2.7. Intr-o magazie se afld o cantitate de grau si un numar de saci. S-a
calculat ca dacéd in fiecare sac s-ar pune cate 75 kg grau, atunci ar ramane 450 kg grau,
iar daca in fiecare sac s-ar pune cate 80 kg de grau ar mai ramane 10 saci. Ce cantitate
de grau si cati saci sunt?

Solutie.
Ipoteza I: Presupunem cé sunt 100 de saci.
75 kg In fiecare sac.......coevveevreereervenenennn. 75-100=7500 kg
REAMAN ...t 450 kg
Total 7950 kg
Sau: 80 kg 1n fiecare sac.........cceveeveereennnenne 80-(100-10)=7200 kg

Intre cele doua situatii se constati o diferentd de 7950-7200=750 kg, ceea ce nu
corespunde situatiei problemei.
Ipoteza a II-a: Presupunem ca sunt 110 saci.

75 kg In fiecare sac........ccoevverveervervennnennes 75-110=8250 kg
REAMAN ...t 450 kg
Total 8700 kg
Sau: 80 kg 1n fiecare sac........cccevevvverererernne. 800(110-10)=8000kg

Intre cele doui situatii se constati o diferenta de 8700-8000=700 kg, adica fata
de prima ipotezad diferenta s-a micsorat cu 50 kg. Deoarece la fiecare crestere cu 10
saci reusim o micsorare a diferentei cu 50 kg, atunci pentru fiecare crestere a
numarului de saci cu 1, diferenta se micsoreazad cu 5kg. Pentru a acoperi diferenta de
750 kg avem nevoie de 750:5=150 saci. Prin urmare numarul sacilor trebuie sa fie
100+150=250 saci.

Atunci, cantitatea de grau este 75-250+450=19200 sau
80-(250-50) =19200.

Deci sunt 250 saci si 19200 kg grau.

R1.1.2.8. Elevii unei clase au de plantat pomi. Daca fiecare elev ar planta cate
un pom, atunci s-ar planta cu 25 pomi mai putin decét era planificat, iar daca fiecare
elev ar planta cate 2 pomi, atunci 4 elevi nu ar avea pomi de plantat. Cati elevi erau in
clasa si cati pomi aveau de plantat?
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Solutie.
Ipoteza I: Presupunem cé sunt 20 de elevi.

Fiecare planteaza cate un pom............... 20-1=20 pomi
REMAN. ..o 25 pomi
Total 45 pomi
Sau: Se planteaza cate 2 pomi..................... (20-4)-2=32 pomi

Intre cele doua situatii se constati o diferenta de 45-32=13 pomi, ceea ce nu
corespunde problemei.
Ipoteza a IlI-a: Presupunem ca sunt 30 de elevi.

Fiecare planteaza cite un pom............... 30-1=30 pomi
REMAN.....coiiiiiiiiiicccccc 25 pomi
Total 55 pomi
Sau: se planteaza cate 2 pomi...................... (30-4)-2=52 pomi

Intre cele doua situatii se constatd o diferenta de 55-52=3 pomi, adica fata de
prima ipoteza diferenta s-a micsorat cu 10 pomi. Deoarece la fiecare crestere cu 10
elevi reusim o micsorare a diferentei cu 10 pomi, atunci pentru fiecare crestere a
numarului de elevi cu 1, diferenta se micgoreaza cu 1 pom. Pentru a acoperi diferenta
de 13 pomi avem nevoie de 13 elevi. Prin urmare numarul elevilor este 20+13=33
elevi.

Atunci, numarul pomilor este 33-1+25=58 pomi sau (33—-4)-2=29-2=58
pomi.

Deci sunt 33 elevi si aveau de plantat 58 pomi.

1.1.3. Metoda comparatiei (metoda reducerii la acelasi termen de comparatie)

Problemele care se rezolva folosind aceasta metoda se caracterizeaza prin
faptul ca se dau doua marimi (care sunt comparate "in acelasi mod") si legdtura care
existd intre ele. Aceste marimi sunt caracterizate prin cate doud valori fiecare si de
fiecare datd se cunoaste legatura dintre ele. Metoda consta in a face ca una din cele
doud marimi sa aiba aceeasi valoare si astfel problema devine mai simpld, avand o
singurd necunoscutd. Din aceastd cauza se numeste "aducerea la acelasi termen de
comparatie".

Remarca. Metoda comparatiei sta la baza rezolvarii sistemelor de doua ecuatii
cu doud necunoscute prin metoda reducerii.

Model. Un tiran a primit pentru 2 gaste si 3 rate 1225000 lei. Altd data
vanzand, la acelasi pret, a primit pentru 3 gaste si 5 rate 1950000 lei. Care este pretul
unei gaste? Care este pretul unei rate?

Solutie. Pentru 2 gaste si 3 rate a primit 1225000 lei si pentru 3 gaste si 5 rate a
primit 1950000 lei. Presupunem ca prima data ar fi vandut de 3 ori mai multe géste si
de 3 ori mai multe rate, deci ar fi incasat o suma de 3 ori mai mare; §i presupunem ca a
doua oara ar fi vandut de 2 ori mai multe géste si de 2 ori mai multe rate, deci ar fi
incasat o suma de 2 ori mai mare. Avem:

Pentru 6 gaste si 9 rate ar fi Tncasat 3675000 lei si
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pentru 6 gaste si 10 rate ar fi incasat 3900000 lei,
de unde 1 ratd a vandut-o cu 3900000-3675000=225000 lei.

Pentru 3 rate a primit 3-225000 lei=675000 lei.

Pentru 2 gaste a primit 1225000-675000=550000 lei, de unde 1 gasca a vandut-
o un 550000:2=275000 lei.

Réspuns: 1 ratd a vandut-o cu 225000 lei

1 gasca a vandut-o cu 275000 lei.

Observatii. Problema se putea rezolva si prin reducerea celei de a doua
marimi:

Presupunem ca prima data ar fi vandut de 5 ori mai multe gaste si de 5 ori mai
multe rate, deci ar fi incasat o suma de 5 ori mai mare; si presupunem ca a doua oara ar
fi vandut de 3 ori mai multe gaste si de 3 ori mai multe rate, deci ar fi Tncasat o suma
de 3 ori mai mare. Avem:

Pentru 10 gaste si 15 rate ar fi Incasat 6125000 lei si si

pentru 9 gaste si 15 rate ar fi ncasat 5850000 lei
de unde 1 gésca a vandut-o cu 6125000-5850000=275000 lei.

Pentru 2 gaste a primit 2:275000=550000 lei, iar pentru 3 rate a primit
1225000-550000=675000 lei, de unde 1 ratd a vandut-o cu 675000:3=225000 lei.

Probleme rezolvate

R1.1.3.1. 7 bile mari si 3 bile mici cantéresc 44 grame, iar 5 bile mari si 8 bile
mici cantaresc 49 grame. Cat cantireste o bild mare? Cat cantareste o bild mica?

Solutie. Presupunem ca 1n prima situatie numarul bilelor creste de 5 ori, deci si
masa lor va creste tot de 5 ori, in a doua situatie numarul bilelor creste de 7 ori, deci si
masa va creste tot de 7 ori. Avem:

35 bile mari si 15 bile mici cantareau 220 grame si

35 bile mari si 56 bile mici cantaresc 343 grame,
de unde 56-15=41 bile mici cantaresc 343-220=123 grame, deci o bild mica cantareste
123:41=3 grame.

Atunci 3 bile mici cantaresc 9 grame, iar 7 bile mari cantaresc 44 —9 =35
grame, de unde o bild mare cantareste 35:7=5 grame.

Verificare: 7-5+3-3=35+9=44

5:5+8-3=25+24=49.

R1.1.3.2. Suma dintre dublul unui numar si triplul unui alt numar este 370.
Dacé suma dintre primul numéar multiplicat de 5 ori si al doilea numéar multiplicat de 7
ori este 875, sa se afle numerele.

Solutie. Notam cu a si b cele doud numere. Avem in prima situatie
2a+3b =370 siin a doua situatie 5a+7b=875. Presupunem ca in prima situatie
numerele ar creste de 5 ori, iar in a doua situatie numerele ar creste de 2 ori, atunci
sumele ar creste de 5 ori, respectiv de 2 ori. Avem 10a+15h=1850 si
10a +14b=1750, deci al doilea numar b=1850-1750, adicdi b=100; atunci
36 =300, iar 2a =70, deci a =35. Numerele sunt 35 si 100.
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R1.1.3.3. Un caiet, 3 creioane si 5 reviste costd 64000 lei, iar 5 caiete, 4
creioane si 3 reviste costd 56000 lei.

a) Cat costd, la un loc, un caiet, un creion si o revista?

b) Cat costd, la un loc, 1 creion §i 2 reviste?

c) Cat costa fiecare obiect, daca pretul unei reviste intrece cu 1000 lei pretul
unui creion multiplicat de 5 ori?

Solutie. 1 caiet, 3 creioane, 5 reviste costd 64000 lei si

5 caiete, 4 creioane, 3 reviste costd 56000 lei.

a) Presupunem cé in situatia a doua se mareste de 2 ori numarul de caiete, de
creioane, de reviste, deci si suma se mareste de 2 ori; avem

10 caiete, 8 creioane, 6 reviste vor costa 112000 lei.
Stim 1 caiet, 3 creioane, 5 reviste costd 64000 lei, deci impreuna 11 caiete, 11
creioane, 11 reviste costd 176000 lei, de unde 1 caiet, 1 creion, 1 revista costa
impreuna 176000:11=16000 lei.

b) Presupunem ca in prima situatic se mareste de 5 ori numarul de caiete, de
creioane, de reviste, deci si suma se mareste de 5 ori; avem

5 caiete, 15 creioane, 25 reviste costa 320000 lei
Stim 5 caiete, 4 creioane, 3 reviste costd 56000 lei, deci pentru 11 creioane si 22
reviste se va plati 320000-56000=264000 lei, de unde 1 creion si 2 reviste costd
impreuna 264000:11=24000 lei.

¢) Se rezolva prin metoda figurativa:
—] reprezintd pretul unui creion

1000

| | | | | | | reprezintd pretul unei reviste

Se stie cd un creion si 2 reviste costd impreuna 24000 lei, deci un creion costa
(24000-2000):11=2000 lei. Costul unui creion este 2000 lei, costul unei reviste este
11000 lei, iar costul unui caiet 16000 —(2000+11000) =3000 Iei.

1.1.4. Metoda mersului invers (retrograda)

Metoda mersului invers (retrograda) este folosita in probleme 1n care elementul
necunoscut apare in faza de inceput a sirului de calcule; operatiile se efectueaza in sens
invers actiunii problemei. Aceasta metodad constd in faptul ca enuntul unei probleme
trebuie urmarit de la sfarsit spre inceput. Analizdnd operatiile ficute In problema si
cele pe care le facem noi in rezolvarea problemei, constatim ca de fiecare data, pentru
fiecare etapd, facem operatia inversa celei facute in problema. Deci, nu numai mersul
este invers, ci §i operatiile pe care le facem pentru rezolvare sunt operatiile inverse
celor din problema. Verificarea (proba) se face aplicind asupra rezultatului obtinut
operatiile indicate in problema.

Model. 1) Sa se determine valoarea lui x din:

10+10:{[10+10-(x-10)]:10-10}=11.

Solutie. Pentru fiecare etapa facem operatia inversa celei facute in problema:

1) 10:{[10+10-(x-10)]:10-10}=11-10, deci celalalt termen al sumei este 1.

2) Impartitorul [10+10-(x-10)]:10-10=10:1 (deimpartit:cat)

3) Descazutul [10+10-(x-10)]:10=10+10 (scazator+diferenta)
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4) Deimpartitul 10+10-(x-10)=20-10 (cat - impartitor)

5) Un termen al sumei se afld prin diferenta dintre suma si termenul cunoscut
10-(x-10)=200-10.

6) Un factor al produsului se afld impartind produsul la factorul cunoscut x-
10=190:10.

7) Descazutul este suma dintre scazator si diferenta x=10+19, deci x=29.

Verificarea se face aplicand rezultatului obtinut operatiile ce sunt indicate in
exercitiu:
29-10=19; 19-10=190; 190+10=200; 200:10=20; 20-10=10;
10:10=1; 10+1=11. Rezultatul obtinut este corect.

2) Ma gandesc la un numar pe care il adun cu 27; rezultatul il impart la 4 si-1
adun apoi cu 6. Suma astfel obtinutd o impart la 7 si din rezultat scad 7. Daca obtin 1,
la ce numar m-am gandit?

Aceastd problema diferd de problema de mai sus pentru ca elevul trebuie sa-si
scrie singur sirul de operatii ce se efectueaza.

Solutie. Notez cu x numirul necunoscut. Inlocuind in enuntul problemei se
obtine: [(x+27):4+6]:7-7=1.

Efectuand pentru fiecare etapd operatia inversd celei facute in problema se
obtine: [(x+27):4+6]:7=1+7, (x+27):4+6=8-7, (x+27):4=56-6,
x+27=50-4, x=200-27, x=173.

Probleme rezolvate

R1.1.4.1. Pe o banchizi plutesc mai multi pinguini. Parasesc banchiza prima
data pinguinii imperiali, o treime din toti pinguinii. {i urmeaza alti 8 pinguini. Apoi
pleacd jumatate din cei ramasi, incd 5, doua treimi din cei ramasi si inca 2 §i raman pe
banchiza 7 pinguini. Cati pinguini imperiali au fost?

Solutie. Din numarul total N de pinguini pleaca a treia parte si Inca 8 si raimane
restul R; de pinguini. Apoi pleacd jumatate din R; si incd 5 pinguini §i rdmane restul
R,. Din acest rest R, mai pleaca doud treimi si inca 2 pinguini §i ramane restul R; de
pinguini, adica 7 pinguini.

Avem (742)-3=27, ceea ce reprezinta valoarea lui Ry; (27+5)-2=64, ceea ce
reprezintd valoarea lui R; (64+8):2:3=108 reprezinta numarul total de pinguini.
108:3=36 reprezintd numarul pinguinilor imperiali.

Ne putem ajuta de o figura, prin care sa reprezentdm numarul total de pinguini
si resturile:

8
nr. total | I — :
R | B |
o
R, ———t
7
R; —

R1.1.4.2. O persoand are o suma. Dupa ce dubleaza aceastd suma cheltuieste
1558. Dubleaza apoi suma ramasa si mai cheltuieste 200$. Dupa ce dubleaza noul rest
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si cheltuieste inca 250$ constata ca i-au mai ramas 50$. Care este suma initiald pe care
a avut-o aceasta persoanad?

Solutie. Suma totala S se dubleaza, se cheltuieste 155$ din ea si se obtine Ry;
R, se dubleaza si din el se cheltuieste 2003 si se obtine R;; R, se dubleaza si din el se
cheltuieste 2508 si raiméne R; ceea ce reprezinta 508.

Avem 50+250=300, ceea ce reprezintd dublul lui R, deci R,=150;
150+200=350 reprezintd dublul lui R,, deci R;=175; 175+155=330 reprezinta dublul
sumei, deci suma initiald a fost 1658$.

Ne putem ajuta de o figura, prin care sa reprezentdm suma initiala si sumele
ramase de fiecare data.

S

| |
’s | PSS
Ry | |
R, | —ity :
Ry b0
2R, | 20 :

R; 0

R1.1.4.3. Dintr-un magazin se vinde marfa astfel: prima datd o treime din
cantitate si incd 80 kg, a doua oard doua treimi din rest mai putin 60 kg si a treia oard
doua treimi din rest si incd 60 kg. Sa se afle ce cantitate a fost initial si cat s-a vandut
zilnic, dacad in magazin nu a mai ramas marfa.

Solutie. Din cantitatea totala C se vinde prima data o treime si incd 80 kg si a
ramas cantitatea R;; apoi, din R; se vinde doua treimi mai putin 60 kg si a rimas Ry;
apoi, din R, se vinde doua treimi si inca 60 kg si a rimas Rj3; R3=0.

Avem (0+60)-3=180, ceea ce reprezinta R,, deci R,=180, (180—-60)-3 =360,

ceea ce reprezintd Ry, deci R;=360, (360+80):2-3=660 ceea ce reprezintd cantitatea
initiala.

Ne putem ajuta de o figurd, prin care sd reprezentam cantitatea initiald si
cantittile ramase de fiecare data:

C % — I
Ri | I . l '.
R
Rs=0
R1.1.4.4. Un biciclist parcurge un drum in trei etape: In prima etapa parcurge
o patrime din drum plus 5 km; 1n a doua etapa parcurge o septime din restul drumului
si incd 10 km, iar in etapa a treia parcurge patru cincimi din noul rest si Inca 10 km.
Aflati lungimea drumului.
Solutie. Observam ca 10 km reprezintd o cincime din lungimea etapei a treia.
Deci, in etapa a treia biciclistul a parcurs 10-5 =50 km. Adunand 50 km cu 10 km,
obtinem 60 km, ceea ce reprezinta sase septimi din distanta care a rimas de parcurs
dupd prima zi. Deoarece o septime din aceasta distantd reprezintd 10 km, rezulta ca
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distanta ramasa dupa prima etapa este 70 km. Deci, dupa prima etapa au mai ramas de
parcurs 70 km.
70 km + 5 km = 75 km, ceea ce reprezinta trei patrimi din lungimea drumului. Prin
urmare lungimea drumului este 75:3-4=100 km.

Rationamentul anterior poate fi expus folosind intrebari:

1) Ce parte din drum reprezintd 10 km? o cincime

2) Ce distanta a parcurs biciclistul in etapa a treia? 10 km - 5 =50 km

3) Ce distantd i-a ramas de parcurs biciclistului dupé ce a parcurs o septime din
cat i-a mai ramas dupa prima etapa? 50 km + 10 km = 60 km

4) Ce parte din distanta rdmasa de parcurs dupa prima etapa reprezintda 60 km?
6 septimi

5) Cat reprezinta o septime? 60:6=10 km

6) Ce distanta i-a mai ramas de parcurs biciclistului dupa prima etapa? 10 km +
60 km =7-10 km = 70 km

7) Ce distanta reprezinta trei patrimi din lungimea drumului?

70 km + 5 km =75 km
8) Ce distanta reprezinta o patrime? 75:3=25 km
9) Care este lungimea drumului? 4-25=100 km
Raspuns: 100 km.

1.1.5. Probleme de miscare

Problemele de miscare se clasifica in:

1) probleme de miscare in acelasi sens (numite probleme de urmarire)

2) probleme de miscare in sensuri contrare.

Legea miscarii uniforme, exprimata prin d =v-¢ (distanta=viteza-timp,
viteza=distanta:timp, v =d : ¢, timpul=distanta:viteza, ¢ = d : v ), este esentiald in
rezolvarea tuturor problemelor cirora le zicem "de miscare uniforma".

Model. Doua automobile pleaca simultan si in acelasi sens din localitatile A si

B aflate la distanta d. Automobilul din A are viteza v, , iar automobilul din B are viteza
v,, V; >V, . Dupd cét timp cel din A il ajunge pe cel din B?
Solutie. Putem ilustra astfel:
A d B
I I >
Vi Vs
v, >V, pentru cad numai astfel automobilul din A poate sa il ajunga pe cel din

B. Deci, automobilul din A 1l urmareste pe cel din B, de care il desparte distanta d.
Pentru a afla dupa cat timp il ajunge sau dupa cat timp recupereaza distanta d,
ar trebui sa aflam mai intai cu cét se apropie intr-o unitate de timp sau cat recupereaza
din distantd intr-o unitate de timp. Presupunand ca vitezele sunt exprimate in km/h
(prin viteza intelegem distanta parcursa de automobil intr-o unitate de timp) si distanta
d in kilometri, formuldm intrebarea:
Cu cat se apropie automobilul din A de cel din B intr-o ora?

23



Raspunsul este: cu (v, —v,) km. Daca intr-o ord automobilul din A
recupereaza (v, —v,) km din distanta d, atunci intreaga distanta d care le desparte o va
recupera intr-un numdr de ore egal cu numadrul care indicd de cate ori v, —v, se
cuprinde in d, adica d : (v, —v,), t=d : (v, —v,).

Rezolvarea unei probleme de miscare (si nu numai) parcurge urmatoarele etape
importante:

1) cunoasterea enuntului problemei

2) intelegerea enuntului problemei

3) analizarea si schematizarea problemei

4) rezolvarea propriu-zisa a problemei
5) verificarea solutiei obtinute.

Probleme rezolvate

R1.1.5.1. Niste turisti pornesc de la o caband la ora 8 dimineata si merg cu
viteza de 6 km/h. La ora 12 n aceeasi zi se trimite dupa ei un curier cu o telegrama.
Curierul se deplaseaza cu viteza de 14 km/h. Dupa céat timp si la ce distanta de cabana
va ajunge curierul grupul de turisti?

Solutie. Din enunt rezulta ca problema datd este de migcare in acelasi sens (o
problema de urmarire, curierul urmareste un grup de turisti).

Trebuie sd stabilim in ce moment incepe urmarirea si la ce distantd de cabana
se afld grupul de turisti in momentul plecarii curierului.

Planul logic si operatiile corespunzatoare:

1) Cat timp merge grupul de turisti pana la plecarea curierului?

12h—-8h=4h

2) Ce distanta parcurge grupul de turisti pana la momentul plecarii curierului?
6-4=24 km (am aplicat d =v-t)

3) Aflam cu cat se apropie curierul de turisti in fiecare ora.

14 km — 6 km = 8 km (adica, v, —v,)
4) Dupa cate ore se intalnesc turistii cu curierul?
24:8=3. Dupa 3 ore.
5) La ce distanta de cabana are loc intalnirea?
14-3=42 km (sau 6-7=42 km, deoarece turistii merg timpul de 4 h+ 3 h
=7 h si au viteza 6 km/h)

Raspuns: Curierul ajunge grupul de turisti dupa 3 ore la 42 km de cabana.

Remareci. In cazul mobilelor care se deplaseazi pe aceeasi directie si in acelasi
sens (se urmadresc) viteza de apropiere a unuia fata de celdlalt este egala cu diferenta
vitezelor celor doud mobile.

R1.1.5.2. Un ogar urmareste o vulpe care are 60 de sarituri inaintea lui. Peste
cate sarituri va ajunge ogarul vulpea, stiind ca, pe cand ogarul face 6 sarituri, vulpea
face 9, dar ca 3 sarituri de-a ogarului fac cat 7 de-ale vulpii?
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Solutia 1. Problema poate fi rezolvata folosind formula ¢ =d : (v, —v,), unde
d este distanta dintre urmarit si urmaritor, v, este viteza urmdritorului, v, este viteza
urmaritului, ¢ este intervalul de timp in care urmaritorul il ajunge pe urmarit. Notez /|
si [, lungimea sariturii ogarului, respectiv lungimea sariturii vulpii. Atunci v, =9/,,
iar v, =6/, =6:3-7], =14l,, iar diferenta de vitezd v, —v, =5/,. Timpul necesar
pentru ca ogarul sd ajungd vulpea este f=d:(v,—-Vv,), iar d =060, deci
t =601, :(51,) =12 unitati de timp. In 12 unitati de timp ogarul face 12-6=72 srituri.

Solutia 2. In timp ce ogarul face 6 sarituri........... vulpea face 9 sarituri

2 sarituri de ogar.............. 7 sarituri de vulpe.
Transformam datele pentru a le putea compara:
In timp ce ogarul face 6 sarituri........... vulpea face 9 sarituri
6 sarituri de ogar .............. 14 sarituri de vulpe.
Comparand rezultatele constatim ca in timp ce ogarul face 6 sarituri, vulpea face 9
sarituri, dar cele 6 sarituri ale ogarului fac cat 14 sarituri ale vulpii. Dupa fiecare 6
sarituri ogarul se apropie de vulpe cu 5 sarituri.

De cite ori trebuie sa faca ogarul cate 6 sarituri pentru a acoperi distanta de 60
de sarituri (de vulpe)? Evident de 60:5=12 ori.

Cate sarituri face ogarul pana ajunge vulpea? 12-6=72 sarituri.

R1.1.5.3. Un ogar urmareste o vulpe care are 60 de sarituri inaintea lui. Poate
ogarul sa ajunga vulpea, stiind cd, in timp ce ogarul face 6 sarituri, vulpea face 9, dar
ca 5 sarituri ale ogarului fac cat 7 ale vulpii?

Solutie. Notez /,,/, lungimea sariturii ogarului, respectiv lungimea sariturii
vulpii, v,,v, viteza ogarului, respectiv viteza vulpii si d distanta dintre ogar si vulpe.
Avem d=60,,, v,=91,, v,=6/[,=6:5-7],=8,4],. Deoarece v, <v,, vulpea
scapa sau ogarul nu poate ajunge vulpea.

R1.1.5.4. Distanta dintre cabana A si B este de 97 km. Un grup de turisti a
pornit de la cabana A spre cabana B cu viteza de 5 km/h. Dupa 4 ore din cabana B

porneste un grup in intdmpinarea primului grup cu viteza 6 km/h. Dupa cate ore se vor
intalni turistii?

Solutie.
vi=5km/h v,=6km/h
—> 4—
I I
A B
97 km

1) Aflam cati km a parcurs primul grup in 4 ore.
5:-4=20km (d =v-t)
2) Aflam distanta dintre grupele de turisti in momentul in care pleaca al doilea
grup de turisti. 97-20=77 km
3) Aflam cu cat se apropie cele doud grupuri de turisti.
6+5=11 km/h

25



4) Aflam in cat timp grupul al doilea se intdlneste cu primul.

77:11=7 ore

Grupurile se intdlnesc dupa 7 ore.

Remarci. In cazul mobilelor care se deplaseazi pe aceeasi directie, dar in
sensuri contrare, viteza de apropiere a unuia fatd de celilalt este egald cu suma
vitezelor celor doud mobile.

R1.1.5.5. Douad trenuri vin din directii opuse, pe linii paralele: unul merge cu
viteza de 75 km/h, altul cu viteza de 78 km/h. Pasagerul din primul tren a observat ca
al doilea tren a trecut prin fata sa in 10 secunde, iar cdlatorul din trenul al doilea a
observat ca primul tren a trecut prin fata sa in 6 secunde.

a) Care este lungimea primului tren?

b) Care este lungimea celui de al doilea tren?

Solutie. a) In cazul mobilelor care se deplaseazi pe aceeasi directie, dar in
sensuri contrare, viteza de apropiere dintre ele este suma vitezelor lor; deci viteza cu
care un tren trece pe langa celdlalt este 75+78=153 km/h.

Primul tren trece pe langa pasagerul din al doilea tren in 6 secunde. Tinand
contcad d =v-t, rezulta ca lungimea primului tren este (153000:3600) m/s - 6 s, adica
255 m.

b) Al doilea tren trece pe langa pasagerul din primul tren in 10 secunde, rezulta
ca lungimea celui de al doilea tren este
(153000:3600) m/s - 10 s, adica 425 m.

R1.1.5.6. Din orasele A si B pornesc unul spre celilalt doua trenuri. Unul are
viteza cu 20 km/h mai mare decat celélalt. Distanta dintre orage este de 900 km. Dupa
3 ore suma distantelor parcurse de ambele trenuri este cu 120 km mai mica decat
distanta ramasa. Sa se afle vitezele medii ale trenurilor.

Solutie.
vi=v+20km/h v
—> 4—
1 ] ] |
I | | I
A C D B
900 km

Analizand schema grafica observam ca: AC reprezintd distanta parcursa de
primul tren, BD distanta parcursa de al doilea tren si CD este distanta ramasa. Stim ca
CD=AC+BD+120 km. Putem scrie:

AB=AC+CD+DB=AC+AC+BD+120 km+DB,
de unde rezultd ca 900 km=2AC+2BD+120 km.
1) Aflam cat reprezinta 2AC+2BD. 900-120=780 km
2) Aflam suma distantelor parcurse de cele doua trenuri.
780 km : 2 =390 km
3) Aflam cu cat se apropie trenurile intr-o ord sau suma vitezelor trenurilor.
(v, +v,)-3h =390 km, de unde v, +v, =130km/h

4) Aflam vitezele celor doua trenuri.
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v, +v, =130km/h si v, =v, +20km/h.

Vo1, L3
Vi |—|_'

v, =[(130-20): 2] km/h

v, =55km/h si v, = 75km/h.

1.1.6. Probleme de perspicacitate
Problemele prezentate la aceasta tema se rezolva folosind elemente de logica
matematica si nu se Incadreaza In nici una din metodele prezentate (figurativa, falsei
ipoteze, mersul invers, comparatiei). Ingeniozitatea, spiritul de initiativa, perspica-
citatea, deductia sunt calitdti care "puse in migcare" duc la solutii surprinzatoare.
Rezolvarea acestor probleme e o provocare la un "duel al mintii": sa alegi
solutia prin logica, perspicacitate, perseverentd. (Armand Martinov)

Probleme rezolvate

R1.1.6.1. La o discoteca au fost 74 de elevi, baieti si fete. A doua zi, fetele au
facut o clasificare: Cristina a dansat cu un baiat, Alexandra cu 3 bdieti, Laura cu 9
baieti, Raluca cu 10 baieti, Doina cu 11 baieti si aga mai departe, fiecare fatd a avut un
partener mai mult decat precedenta, pana la ultima, Alina, care a dansat cu toti baietii?
Cate fete si cati baieti au fost?

Solutie. Comparam enumerarea: Laura, Raluca, Doina, ..., Alina sau, cu alte
denumiri: Fi, Fy, Fs,..., F¢
cu 9, 10, 11,..., b baieti.

Rezultd cd numarul baietilor b este cu 8 mai mare decat al fetelor f. Asadar
(72-8):2=32 fete si 40 de baieti. Initial au fost 34 de fete si 40 de baieti.

R1.1.6.2. In sapte cutii sunt batoane de ciocolata de cate 100 g. Printre ele sunt
si cutii cu batoane de ciocolatd de 90 g. Printr-o singurd cantarire si se determine
aceste cutii, stiind ca toate batoanele sunt ambalate la fel.

Solutie. Din fiecare cutie se scoate un numar de batoane de ciocolata egal cu 2
ridicat la o putere egald cu numarul cutiei: 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64. Daca toate batoanele ar
cantari cate 100 g, atunci ar avea impreuna
1-100+2-100+4-100+8-100+16-100+32-100+64-100=12700 g. Deoarece existd si
batoane de ciocolatd mai usoare cu 10 g, diferenta dintre 12700 si masa indicatd de
cantar se imparte la 10. Numarul astfel obtinut se scrie in mod unic ca suma a

numerelor 2°,2',2%.2% 2% 2% 2° luate o singurd datd. Exponentii puterilor lui 2
reprezintd cutiile cu batoane de ciocolatd mai usoare.
Exemplu: Daca batoanele cantaresc 12330 g, atunci
12700-12330=370, 370:10=37, far 37 =2 +2% +2°.
Cutiile cu batoanele de ciocolata de cate 90 g sunt cele pe care scrie 0, 2, 5.

R1.1.6.3. O persoana urca treptele unei scari dupd regula: urcd 3 trepte
coboara 2 trepte, urca din nou 5 trepte si coboara o treapta.
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a) Dupa 736 pasi, pe ce treapta se afld persoana?

b) Dupa cati pasi ajunge pe treapta 736?

Solutie. a) La 11 pasi persoana urca 3-2+5-1=5 trepte.

Pentru ca 736=11-66+10, rezultd ca persoana face la 11-66 pasi 5-66=330
trepte, iar la inca 10 pasi face 3-2+5=6 trepte, total 336 trepte.

b) Pentru ca 736=5-147+1, numarul de pasi se afla 147-11+1=1618 pasi.

R1.1.6.4. Se dau noud monede de aceeasi valoare. Daca opt au aceeasi masa si
una este falsa, fiind mai usoard, sa se stabileasca prin doud cantariri moneda falsa,
avand la dispozitie o balanta.

Solutie. Impartim cele 9 monede in 3 grupe de cate 3 monede. Prima cantarire:
Asezam pe cele doua talere ale balantei cate o grupa. Dacé balanta este in echilibru
moneda falsd se afld in a treia grupa. Daca balanta se inclind, atunci moneda falsa se
afla pe talerul care se ridica. Astfel am stabilit grupa 1n care se gaseste moneda falsa.

A doua cantarire: Din grupa cu moneda falsa ludim doud monede pe care le
asezam pe talerele balantei. Daca balanta este in echilibru, moneda falsé este cea de a
treia (rdimasd). Daca balanta se inclind, moneda falsa este pe talerul care se ridica.

R1.1.6.5. Cum putem aduce 6 1 de apa de la rau daca dispunem numai de doua
vase: unul de 4 1 si altul de 91?7

Solutie. Umplem vasul de 9 1 si turnam din el in vasul de 4 | pana il umplem,
de dous ori. In vasul de 9 1 a ramas 1 1. Golim vasul de 4 1 si punem in el litrul rimas.
Vasul de 9 1 ramas gol il umplem. Punem din el apa in vasul de 4 1 pana acesta se
umple (putem pune numai 3 1, 1 1 era deja acolo) si in vasul de 9 1 au ramas 6 1.

R1.1.6.6. Un calcul mintal. Ridicati la patrat, fara hartie si creion, numarul
85.

Solutie. Fie numarul a5. Avem
a5 =a5-(10a+5)=a5-10a+a5-5=(10a+5)-10a+(10a+5)-5 =
=100a’ +50a +50a + 25 =100a> +100a + 25 =100a(a +1) + 25,

deci gz =100a(a +1)+25. Folosind acest procedeu
85%=100-8-9+25=7225.

R1.1.6.7. Turneul de tenis. La un turneu de tenis de tip eliminatoriu participa
n jucatori. Cate meciuri trebuie jucate (sau castigate prin neprezentare) pentru a sti cine
este castigatorul?

Solutie. In fiecare meci exista un invins. Fiecare jucitor, in afari de cel care
castiga turneul trebuie sa fie invins o singura data. Vor fi n—1 invinsi, prin urmare vor
fi n—1 meciuri.

R1.1.6.8. Cereti unui prieten sa-si aleagd un numar format din 3 cifre cu cifra
unitdtilor diferitd de 0. Cereti sa scrie si rasturnatul numarului, apoi sa scadd numarul
mai mic din numarul mai mare; diferenta obtinutd sa o adune cu rasturnatul sau. Fara a
adresa alte intrebari putem spune care este rezultatul obtinut. Justificati rationamentul.
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Solutie. Fie abc numidrul si cha rasturnatul sdu. Presupunem a >c.
Efectuand calculele abc—cba=(100a+10+c¢)—(100c+10b+a) vom obtine

@—%:99(a—c):IOO(a—c)—(a—c):(a—c)OO—(a—c)z

=(a—c—1)9(10—a +c); cifra sutelor este a —c —1, cifra zecilor este 9 si cifra

unitatilor este 10—a +c.
Adunand diferenta obtinuta cu rasturnatul sau se obtine
100(a—c—-1)+90+10-a+c+100(10—a+c)+90+a—c—-1=
=100a—-100c—-100+100—a+c+1000—-100a +100c+90+a—c—1=1089,

oricare ar fi cifrele numarului ales.
1.2. Siruri. Sume

O importantd deosebitd o au in clasa a V-a problemele de numairare a
termenilor unui sir, de determinare a formei generale sau a regulii de formare a
termenilor unui sir, de aflare a sumei primilor »n termeni dintr-un sir, de determinare a
termenului de pe locul # dintr-un sir.

Prima problema ce se ridica este urmatoarea:

.o . ~ " ~ . *
e Fiind dat sirul a,,a,,a,,... sa se completeze cu incd p termeni, pe N .

Sa se completeze cu inca trei termeni urmatoarele siruri:

1) 14, 15, 16,...

2) 8,10, 12,...

3) 13,15, 17,...

4)5,8,11,...

5)0,1,1,2,3,5,8,...

6)0,1,1,2,4,8, 16,...

71,2,6,24,120,...

8)1,3,7,5,...

9) 61, 52, 63,...

Solutie. 1) Numerele din primul sir sunt consecutive. Sirul se completeaza cu
17,18, 19.

2) Numerele din al doilea sir sunt pare consecutive. Sirul se completeaza cu 14,
16, 18.

3) Numerele din al treilea sir sunt impare consecutive. Sirul se completeaza cu
19, 21, 23.

4) Numerele din al patrulea sir se formeaza dupa regula a, =a, , +3, neN "
(a,=5,a,=5+3=8, a; =8+3 =11). Sirul se completeaza cu 14, 17, 20.

5) Numerele din al cincilea sir se formeaza dupa regula: a, =0, a, =1,
a,=a, +a,, a,=a,+a,, a;=ay+a,, a;,=a, +das; in general a, =a, , +a,_,,

neN, n>2. Sirul se completeazi cu 13, 21, 34.
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6) Numerele din al saselea sir se formeaza dupa regula: a, =0, a, =1,
a,=a,+a,, a,=a,+a,+a,, a;=a,+a,+a,+a,, ag=a,+a, +a,+a,+as;

in general a, =a, +a, +a; +...+a,_, n>2 . Sirul se completeaza cu 32, 64, 128.

n-1
7) Numerele din sirul al saptelea se formeaza dupa regula: a, =1, a, =21,
a,=3-2-1, a,=4-3-2-1, a;=5-4-3-2-1; in general
a, =n(n—-1)(n—2)..3-2-1, n>1. Acesta se noteaza cu n! si se numeste factorial.
Sirul se completeaza cu 6!, 7!, 8!, adica 6-5-4-3-2-1, 7-6-5-4-3-2-1, 8-7-6-5-4-3-2-1, adica
720, 5040, 40320.
Observatie. Regula de formare mai poate fi scrisa si astfel: a, =1, a, =2-a,,

a,=3-a,,a,=4-a;, a;,=5-a,;ingeneral a, =n-a, ,n=2.

n-1>
8) Numerele din sirul al optulea se formeazd dupd regula g, =u(2' -1),
a,=u(2’ -1, a,=u(2’-1), a, =u(2*-1); in general a, =u(2" 1), adici
ultima cifrd a numarului 2" —1. Ultimele cifre ale puterilor 2°,2°27 sunt 2, 4, 8, deci
sirul se completeazd cu 1, 3, 7.
9) Numerele din al noudlea sir sunt rasturnatele numerelor 4°,5%,67,... Deci

sirul se completeaza cu 94, 46, 18.
¢ O alta problema care se poate pune este numararea elementelor dintr-un sir.
Sa se determine numarul de numere naturale din urmatoarele siruri:
a) 15,16, 17,..., 30

b)2,4,6,.., 54
©)4,7,10,..., 76
d)2,7,12,..., 77

Solutie. Sirul a) contine 30-15+1=16 numere.

Sirul b) contine termeni de forma 2-1, 2-2, 2-3,..., 2-27, deci contine 27 termeni
sau (54-2):2+1=27.

Sirul ¢) are termeni de forma 3-1+1, 3-2+1, 3-3+1,..., 3-25+1, deci contine 25
termeni sau (76-4):3+1=25.

Sirul d) are termeni de forma 5-0+2, 5-14+2, 5-242,..., 5-15+2, deci contine 16
termeni sau (77-2):5+1=16.

In exercitii apar foarte multe sume finite de numere naturale. De aceea vom
prezenta cateva moduri de calcul a unor sume finite.

Un mod ingenios de a aplica proprietatile adundrii a fost descoperit de un copil.
Acest copil care a devenit unul dintre marii matematicieni ai lumii, se numea Karl
Friedrich Gauss (1777-1855).

Vom folosi procedeul lui Gauss pentru a aduna numere consecutive:

Sa se determine suma primelor » numere naturale.

Solutie. Fie S=1+2+43+..+(n-D+n si S=n+n-1)+..+2+1.

Adunand membru cu membru se obtine 2-S =(n+1)-n sau S =n(n+1):2.
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Procedeul se bazeaza pe tehnica lui Gauss de a aduna primul numar cu ultimul,
al doilea cu penultimul etc., sumele obtinute fiind egale.

Remarca. Formula dedusad mai sus este foarte utila in exercitii.

Formula se poate aplica imediat pentru calculul sumei primelor 10, 100, 1000
numere naturale:

142+3+...+10=10-11:2=55

1+2+3+...4+100=100-101:2=5050

1+2+3+...4+1000=1000-1001:2=500500

Probleme rezolvate

R1.2.1. Fie sirul de numere naturale: 1, 5, 9, 13,...

a) Completati sirul cu inca trei termeni.

b) Gasiti al 155-lea, al 378-lea, al 2003-lea numar.

c) Justificati care dintre urmatoarele numere fac parte din sir: 497, 531, 794,

1073. Precizati locul 1n sir, daca e cazul.

d) Calculati suma primilor 20 termeni.

Solutie. a) Urmatorii 3 termeni sunt 13+4=17, 17+4=21, 21+4=25.

b) Termenii din sir au forma a, =4-(n—1)+1, neN (4-0+1, 4-1+1,
4-2+1,...). Al 155-lea termen este 4-154+1=617. Al 378-lea termen este 4-377+1=1509.
Al 2003-lea termen este 4-2002+1=8009.

¢) 497=4-124+1 = 497 face parte din sir este al 125-lea termen.

531=4-132+3 = 531 nu face parte din sir.

794=4-198+2 = 794 nu face parte din sir.

1073=4-268+1 = 1073 face parte din sir; este al 269-lea termen.

d) Primii 20 de termeni sunt 4-0+1, 4-1+1, 4-2+1,..., 4-19+1. Deci
S=1+5+9+...+77 si S=77+78+...+1. Adunidnd membru cu membru 25=78-20, deci
S=78-10=780.

O altd metoda de calcul a sumei S este:
S=(4-0+1)+(4-1+1)+(4-2+1)+...+(4-19+1)=
=(4-0+4-1+4-2+...+4-19)+20-1=4(1+2+...+19)+20=
=4-19-20:2+20=760+20=780.

R1.2.2. Fie sirul de numere naturale 1, 2-3, 4-5-6, 7-8-9-10,...

Sa se determine al 7-lea si al 100-lea termen al sirului.
Solutie. Se observd cd termenul a, este produs de n numere naturale

consecutive. Trebuie sd deducem forma ultimului factor in functie de locul al n-lea din
sir. Ultimul numar din a, verifica relatia n(n+1):2.

Ultimul numar din al 7-lea termen va fi 7-8:2, adica 28; deci al 7-lea termen va
fi produs a 7 numere consecutive, ultimul fiind 28. Al 7-lea termen va fi
22:23-24-25-26-27-28. Ultimul numar din al 100-lea termen va fi 100-101:2=5050.
Termenul al 100-lea va fi produsul a 100 numere consecutive dintre care ultimul este
5050. Al 100-lea termen este 4951-4952....-.5050.
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R1.2.3. Fie numarul 4=1234567891011121314...20022003.

a) Aflati cate cifre are numarul 4.

b) Care este a 2000-a cifrd a numarului 4?

Solutie. a) Sunt 9 numere de o cifra, 99-10+1=90 numere de 2 cifre, 999-
100+1=900 numere de 3 cifre si 2003-1000+1=1004 numere de 4 cifre. In total sunt
9+90-2+900-3+1004-4=6905 cifre.

b) Pentru scrierea numerelor de o cifrd si 2 cifre se folosesc 189 cifre. Raméan
2000-189=1811 cifre pentru a scrie numere de 3 cifre. Dar, 1811=3-603+2, rezulta ca a
2000-a cifra este a 2-a cifra a celui de al 604-lea numar natural de 3 cifre, a 2-a cifrd a
lui 703, deci 0.

R1.2.4.Fie A=94+99+999+...4+4999...99 . Cite cifre de 1 are 4?

272
2003 cifre

Solutie. Se poate scrie
A=(010-1)+(100—-1)+(1000-1)+ (1(33);.023—1) sau
A=10+100+1000+...+100.00 —1-2003 ; avem 4=111...1110—-2003.

—— ——
2003 cifre 2003 cifre
Efectuind scdderea 4=111...109107. Numadrul 4 are 2004 cifre, dintre care 4 sunt
total 2004 cifre
diferite de 1, deci 4 are 2000 cifre de 1.

R1.2.5. Calculati urmétoarele sume:

a) S=111+222+...4999

b) S=9+19+29+...+1999

¢) S=3+5+7+...+2001-2-4-6-...-2000

Solutie. a) Se da factor comun 111. Avem
S=111-(14+2+...49)=111-(9-10:2), deci S=4995.

b) S se poate scrie: S=9+(10-1+9)+(10+2+9)+...+(10-199+9).

S are 200 termeni. Aplicand proprietatile adunarii, grupam
$§=9-200+10(1+2+...4+199). Avem S=1800+10-(199-200:2) adica S=200800.

¢) S se poate scrie grupand termenii cate 2, fiind 1000 numere impare si 1000
numere pare, deci vom obtine 1000 grupuri.
S=(3-2)+(5-4)+(7-6)+...+(2001-2000)=1000.

R1.2.6. Calculati urméatoarele sume:

a) S=1-2+2-3+...+19-20

b) S=1-2-342-3-4+...+18-19-20.

Solutie. a) Fie 3-5=1-2-3+2-3-3+...4+19-20-3; putem scrie mai departe
3-8=1-2-(3-0)+2-3-(4-1)+...4+19-20-(21-18). Efectuand calculele vom avea 3-5=1-2.3-
1-2:042-3:4-1-2-3+...4+19-20-21-18-19-20, deci 3-5=19-20-21 sau $=19-20-7, adica
S$=2660.

b) In mod asemanator vom proceda si la b):
4.5=1-2-3-4-0-1-2-3+2-3-4-5-1-2-3-4+...+18-19-20-21-17-18-19-20
iar prin efectuarea calculelor se obtine 4-5=18-19-20-21 sau $=18-19-5-21, adica
$=35910.
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Generalizare. 1-2+2-3+...+n(n+1)=n(n+1)(n+2):3
1:2.3+2-3-4+...+n(n+)(n+2)=n(n+1)(n+2)(n+3):4.

1.3. Teorema impartirii cu rest

Oricare ar fi numerele naturale a si b, cu b # 0, existd doud numere naturale ¢
si r, numite cat, respectiv rest, astfel incat a =bg+r, r<b.

Numerele determinate in acest conditii sunt unice.

Proprietatea de mai sus se numeste teorema Tmpartirii Intregi sau teorema
impartirii cu rest.

Resturile posibile la impartirea la numarul natural b, b # 0 sunt 0,1,2,...,5-1.

Remarca. Dacd doud numere naturale dau acelasi rest la Tmpartirea cu un alt
numar natural, diferenta lor se Tmparte exact la acel numar.

Modele. a) Sa se afle cel mai mic numar natural de trei cifre, stiind ¢ daca il
impartim la un numar de o cifra, obtinem restul 8.

b) Sa se afle suma tuturor numerelor naturale de trei cifre care impartite la un
numar de o cifrd dau restul 8.

Solutie. a) Se stie ca restul este mai mic decat impartitorul. Daca restul este 8,
singurul numar de o cifra care poate fi impartitor este 9. Cel mai mic numar de 3 cifre,
care la impartirea cu 9 da restul 8 este 9-11+8=107.

b) Numerele cautate sunt 9-11+8, 9-12+8, 9-13+8,..., 9-110+8, adica 107, 116,
125,..., 998; sunt 100 de numere. Suma acestor numere este
9-(11+12+13+...+110)+8-100=9-121-100:2+800=55250.

Probleme rezolvate

R1.3.1. Suma a doud numere este 340. Dacd impartim numarul mai mare la
jumatatea numarului mic obtinem catul 3 si restul 25. Aflati numerele.

Solutie. Se combind teorema impartirii cu rest cu metoda figurativa de
rezolvare a problemelor de aritmetica:
| reprezintd numarul mic

25

} { { } } reprezintd numarul mai mare.

Pentru a afla jumatatea numarului mic efectuam (340-25):5=631 deci numarul
mic este 63-2=126, iar numarul mare este 3-63+25=214.

R1.3.2. Cate numere de 3 cifre existd cu proprietatea ca impartite la un numar
de 2 cifre dau restul 977

Solutie. Se stie ca restul este mai mic decat impartitorul. Daca restul este 97 si
impartitorul are 2 cifre, atunci acesta poate fi 98 sau 99. Numerele cautate sunt de 3
cifre si au forma 98-¢c+97 sau 99-¢+97. Ele sunt

98-1+97, 98-2+97,..., 98-9+97

99.1+97, 99-2+97,..., 99-9+97, total 18 numere.
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R1.3.3. Scriem sirul numerelor naturale impare fara sa le separam. Sa se
determine a 2003-a cifra.

Solutie. Se scrie sirul numerelor naturale impare:

1351113...99101103...9991001003...

Sunt 5 numere impare de o cifrd, sunt 45 numere impare de 2 cifre ((99-
11):2+1=45), sunt 450 de numere impare de 3 cifre
((999-101):2+1=450). Pentru scrierea acestor numere s-au folosit 5+2-45+3-450=1445
cifre. A 2003-a cifra este o cifra dintr-un numar impar de 4 cifre; 2003-1445=558 cifre
se folosesc pana la a 2003-a cifra.

558=4-139+2, deci a 2003-a cifra va fi a 2-a cifra a celui de al 140-lea numar
impar de 4 cifre; cele 140 numere impare au forma:

100142-0, 1001+2-1, 1001+2-2, 1001+2-3,..., 1001+2-139,
deci al 140-lea numar impar este 1279, a doua sa cifrd va fi a 2003-a cifra a sirului,
deci 2.

R1.3.4. Impartind pe 7 la 84 obtinem restul 56. Ce rest obtinem daca impartim
pe nla12?

Solutie. Se scrie teorema impartirii cu rest: n=84c+56. Avem 84=12-7 si
56=4-12+8, de unde obtinem
n=12-Tc+4-12+8=12(7c+4)+8,
deci restul impartirii lui n la 12 este 8.

R1.3.5. Sa se afle numerele nenule care impartite la 4, dau catul a si restul b,
iar impartite la 10 dau catul b si restul a.

Solutie. Se scrie teorema impartirii cu rest. Fie x numarul cautat x =4a+b,
b<4 si x=10b+a, a<10. Avem 4a+b=10b+a sau 3a=9b, deci a=3b,
relatie verificatide a=3, b=1sau a=6, b=2 sau a=9, b =3 . Numerele cerute
sunt 13, 26 si 39.

R1.3.6. Un numar de 3 cifre are primele doud cifre identice, iar a treia cifra
este 5. Acest numar se imparte la un numar de o singura cifrd si se obtine restul 8. Sa
se gaseasca deimpartitul, Impartitorul si catul.

Solutie. Se stie ca restul este mai mic decat impartitorul. Daca restul este 8 si

impartitorul are o cifra, acesta este 9. Se scrie teorema impartirii cu rest: aaS =9x+38,

unde s-a notat citul cu x. Avem aa0+5=9x+8 sau aal =9x + 3, de unde rezulta
cd 9x trebuie sa fie printre numerele 107, 217, 327, 437, 547, 657, 767, 877, 987.
Singurul numar care se imparte exact la 9, din acest sir, este 657, rezulti ca

aa(0 =660, deci deimpartitul este 665, impartitorul este 9, iar catul este 73.
1.4. Puterea cu exponent natural a unui numar natural

In acest paragraf vom avea nevoie de urmatoarele definitii si proprietati
invétate in cadrul orei de matematica:

0 1 .
)aneN,a"=a-a.a,a’ =1, a' =1 si0° nu are sens

n factori
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a se numeste baza, n se numeste exponent.
2) Toate puterile naturale ale lui 1 sunt egale cu 1.
3) Toate puterile cu exponent natural nenul ale lui 0 sunt egale cu 0.
4) Daca a,b,m,n sunt numere naturale:
am'an:amﬂ'l’ am:an:am—n (mzn)’ (am)n:amw’ (a.b)n:an'bn
5) Ridicarea la putere nu este operatie comutativa, nici asociativa.
6) O deosebitd importanta in rezolvarea problemelor au puterile lui 10. Acestea
se folosesc pentru a compara §i a scrie mai usor numere naturale foarte mari:
10" =100...0, 10" =2".5"
—

n zerouri

1.4.1. Calculul ultimei/penultimei cifre a unei expresii numerice cu puteri, a unui
produs

Pentru a determina ultima/penultima cifrd a unei expresii numerice cu puteri
trebuie remarcate urmatoarele:

1) Toate puterile cu baza 5 sau un numar a carui ultima cifra este 5 au ultima
cifra 5.

2) Toate puterile cu baza 6 sau un numar a carui ultima cifra este 6 au ultima
cifrd 6.

3) Toate puterile unui numar natural care are ultima cifrd 1 au si ele ultima
cifra 1.

4) Toate puterile unui numar natural care are ultima cifrd 0 au si ele ultima
cifrd 0; mai mult, aceste puteri vor avea un numar de zerouri egal cu exponentul (daca
penultima cifrd a numarului este diferita de 0).

5) Notam u(a) ultima cifrd a numarului a, a € N. Daca k este natural:

u(24k+1) — 2 , u(24k+2) — 4 , 1/[(24k+3) — 8 , u(24(k+1)) — 6
u(34k+1) -3 , u(34k+2) -9 , u(34k+3) =7 ’ u(34(k+1)) =1
u(74k+1 ) —7 , u(74k+2) ) , u(74k+3) -3 , u(74(k+1)) =1
u(84k+1) — 8 , u(84k+2) — 4 , u(84k+3) — 2 , u(84(k+l)) — 6
Regulile de mai sus se pot desprinde scriind sirul puterilor naturale cu bazele 2,

3,75si8.
In mod asemanator deducem

u(42k+l) — 4 , u(42(k+1)) — 6 sl u(92k+l) =9 , u(92(k+1)) — 1 .

Remarci. Daci 7 este un numir natural n* are ultima cifra 0,1, 5sau6.
Observatie. Aceste reguli se pastreaza si pentru bazele care au ultima cifrd 2,
3,7,8,4sau9.
Model 1. Si se determine ultima cifrd a urmatoarelor numere:
A — 41995 +21996 +31997 +61998 + 71999 +92000
B =2000""" +2001°""" +2002>* +2003*"” +2004*"** +2005"”

Solutie. Aplicand regulile stabilite mai sus, avem:
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u(41995) — u(41994+1) — u(42<997+1) — 4 , u(21996) — u(24»499) — 6
u(31997) — u(31996+1) — u(34-499+1) — 3 , u(61998) — 6
u(71999) — u(71996+3) — u(74<999+3) — 3 , u(92000) — u(92-1000) — 1
Deci, u(A)=u(4+6+3+6+3+1)=3.
Procedéand in mod analog pentru termenii lui B, avem:
u(2000%) =0, u(2001*") =1, u(2002*°) =u(2**?) =u(2***?) =4
1(20032) = 1(3%%%) = 4(3¥) = 7, u(20042) = 4 (42%) = u(4¥1°2) = 6
si 4(2005°%) =u(5%")=5.
Deci, u(B)=u(0+1+4+7+6+5)=3.
Model 2. Si se determine ultimele doud cifre ale numarului N =77 +7°.
Solutie. Se observa ca N=7"(7"+1)=7"-50=7"-5-10, deci ultima
cifia a lui N este 0, iar cifra zecilor lui N este wu(7°-5), deci
u(7*7?.5)=u(9-5)=5. Rezulti ca ultimele doud cifre ale lui N sunt 5 si O.
(N =***_*50)
Model 3. Sa se determine ultimele trei cifre ale numarului

N — 22000 _ 21998 + 21995 )
Solutie. Se scrie

N — 21995 (25 _23 +1) — 21995 . 25 — 21993 . 22 .52 — 21993 100
N are ultimele doua ciftre 0, iar cifra sutelor este u(21993) , adica

u(2***") =2 . Rezulta ca ultimele 3 cifre ale lui N sunt 2, 0, 0 (N =**...%¥200).

Probleme rezolvate

R1.4.1.1. S& se determine ultima cifrd a numdrului:
N=1'+2"+3"+4%+..+20%
Solutie. Determinam ultima cifra a fiecarui termen, aplicand regulile de mai
sus si grupam cate doi din termenii sumei:

u)+u(12®)=u(4+6)=0, u(3*)+u(13")=u(7+3)=0,
u(S ) +u(15®)=u(3+5 =0, (7)) +u(17")=u(3+7)=0
uBH)+u(18®)=u(6+4)=0 si u(1")+u(11')=2, u(10")+u(20*)=0
u(@H+u(14") =u(6+6)=2, u(6°)+u(16")=u(6+6)=2,
u(9°)+u(19”)=2.

Insuméand rezultatele obtinute, rezulta ca ultima cifrd a lui N este 8.
R1.4.1.2. Sa se determine ultimele doua cifre ale numarului:

a=19917-1992%.1993%-...-19997 .
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Solutie. Se poate scrie @ = (1991-1992-1993-1994-1995-...-1999)° .
Ultima cifrd a numarului 1991-1992-1993-1994-1995-...-1999 este 0, care provine

din 1992-1995, deci ultimele doud cifre ale lui a sunt egale cu 0 (a=**...*00), a

fiind patratul unui numar natural care are ultime cifra 0.
R1.4.1.3. Sa se determine ultima cifrd a urmatoarelor numere:

A=1+3+3"+3+..+3" si B=4+4"+4>+..+4™
Solutie. Aceste exercitii se bazeaza pe urmatoarele proprietati:

uG* ™M)+ u3* )+ uG* ) +u(3*) = u(3+9+7+1)=0 i
u(42k+1)+u(42(k+1)):u(4+6):0.

In prima suma grupam termenii cate 4, iar in a doua suma grupim termenii
cate 2. Vom avea:
u(A)=u+3% +3")=u(1+3+9)=3 si u(B)=u(4®*")=4

Remarci. In exercitiile in care trebuie determinati ultima cifra a unei sume de

puteri consecutive ale unui numar natural este bine sa aplicdm gruparea termenilor,
dupa urmatoarea regula:

u(24k+1)+u(24k+2)+u(24k+3)+u(24(k+l)):u(2+4+8+6):0

u(34k+1)+u(34k+2)+u(34k+3)+u(34(k+1)):u(3+9+7+1):0

u(74k+1)+u(74k+2)+u(74k+3)+u(74(k+l)):u(7+9+3+1):0

u(84k+1)+u(84k+2)+u(84k+3)+u(84(k+1)):u(8+4+2+6):0

u(42k+1)+u(42(k+1)) =u(4+6)=0

u(S")+u(5*")=u(5+5)=0

u(92k+1) +u(92(k+1)) =u(9+1)=0

u(6>)+u(6™?) +u(6™ ) +u(6™*) +u(6“) =u(6+6+6+6+6)=0.
R1.4.1.4. Se considera sirul de numere naturale:

1,3,7,15,31, 63,...
Aflati ultima cifrd a numarului de pe locul 2003.

Solutie. Regula de formare a sirului este @, =2' 1, a, =2* -1, a, =2° —1;

a, =2*-1, as =21, ag =2°_1: in general a, =2" —1. Numarul de pe locul

— 92003

2003 este @, —1 si are ultima cifra egald cu u(2*” -1)=u(8-1)=7.

R1.4.1.5. Céate zerouri are la sfarsit numarul N =1-2-3-...-100.

Solutie. Se tine cont ca 10" =2"-5" si ca este suficient si numaridm aparitiile
cu 5 in N (aparitiile lui 2 sunt mai multe). Numerele care se impart exact la 5 sunt 5,
10,..., 100, in total 20, numerele care se Impart exact la 5% sunt 25, 50, 75, 100, in total

4, iar numere care se impart exact la 5° nu sunt in acest produs. Rezultd cd numarul N
se imparte exact la 5% el se imparte exact si la 2% deci numarul are 24 de zerouri,

fiind de forma 2**-5** -n (neN).
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R1.4.1.6. Sa se determine ultima cifrd a numarului
N =32002 _ 5 32000 _5 32000 5 31002
Solutie. In rezolvarea acestui exercitiu se poate aplica urmatoarea observatie:
3" -2.3"=3"(3-2)=3", neN. Avem 3** —2.32%0 = 329"
01 _ o 32000 _ 32000 31003 5 31002 _ 31002 iy = (3102) =9

1.4.2. Calculul sumei puterilor consecutive ale unui numar natural
Pentru a calcula suma puterilor consecutive cu baza 2 se poate folosi
proprietatea 2" +2" =2"" neN.
Model 1. S se afle suma S =14+2+2% +2° +2% 4., 4227 4227
Solutie. Folosind proprietatea enuntata mai sus vom calcula S +1:
S+1=1+1+2+22+2° +2% +.. 4277 422 =
=242+27 420+ 427 427 =22 4 22 4+ 27 420 L 427 4 22 =
=20 420420 4 427 422 =00 1 2 4272 4270 =,
— 22002 + 22002 + 22003 — 22003 + 22003 — 22004
Daca S+1=2"" rezultaca S =22 —1.
Generalizare. 1+2+2%+2° +..+2"=2""-1, neN.

Remarci. Calculul sumei 2+2% +2° +...4+ 2" se face dand factor comun pe
2 si aplicand generalizarea:

20142427 +...42")=2(2"" 1)

Generalizare.
27 4277 2P 2P =P (142427 .. 42")=272"" =1), n,peN’
Model 2. Problema care se pune este de a calcula suma
S=l+a+a’*+a’+..+a""'+a",neN, aeN
Solutie. Se inmulteste aceasta egalitate cu a (baza puterilor):
a-S=a+a*+a’+a*+..+a" +a""
Se face diferenta a@-S —S =a"" =1 sau S(a—1)=a"" -1, deci
S=(@@"-1:(a-1).
Observatie. Sa se afle suma primelor 2003 puteri consecutive cu baza 3, 5, 8, 9:
14+3+3% +3° +..+37% =3 -1):2
14545 +5 +..+57° =(5"" -1):4
1+8+8°+8 +...+8 =(8"™-1):7
149492 +9° +..+9" = (9 -1):8
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Probleme rezolvate

R1.4.2.1. Sa se determine numarul natural n, stiind ca
2+2%+2° +...42" =1022

Solutie. Se stie ca 1+2+2° +2° +...+2" =2"" —1, deci
242°+2° +..4+2" =2"" -2 i egalitatea devine 2" —2 =1022 sau
2" =1024, deci 2" =2'"; rezulta n=9.

R1.4.2.2. Comparati a si b, daca a =2°"-2%.2%....2'" g
b=1+2+2"+2° +...+2",

Solutie. Aplicand reguli de calcul cu puteri a = 2°"""*1%  geci
a=2""" efectuand a =2""".

Sestie 142427 +...42" =2""—1, deci b=2"" —1.
Rezultica a>b.

R1.4.2.3. Scrieti 2001?** ca sumi de 2001 numere naturale consecutive.
Solutie. 2001°"* =2001-2001*"" = (1+1+...+1)- 2001 =
%/_/

2001 termeni
=2001*"" +2001°™" +...+ 2001 =

2001 termeni

=(2001*" —1000) + (2001°*" =999) + ...+ (2001°™" —1)+2001**"" +
+(2001°"" +1) + (2001°®" +1) +...+ (2001°”' +1000).
R1.4.2.4. Aflati numarul natural #, stiind ca:
4+5°+4-5+4.5+4-5 +..+4-5"" +2.5" =4375

Solutie. Aplicim formula invatata
l+a+a*+a’ +..+a" =" =1):(a-1)
si egalitatea devine 4+1+4-51+5+5% +...+5"%)+2-5" =4375, sau
5+4-5[(5"" =1):4]+2-5" =4375; avem mai departe
545(5"" =1)+2-5*" = 4375 si efectuand calculele 5°" +2-5" =5° +2.5% (se

scrie numarul 4375 in baza 5), de unde n=1.
R1.4.2.5. Determinati n natural, astfel incat:

A+22 42+ 42" =242 +2° .. 42"

Solutie. Pentru a calcula suma S =1+2% +2* +...+ 2" procedam in felul
urmétor: inmultim egalitatea cu 2° si avem

27.8=2"4+2%4+2° 4. +2"° + 2" scadem 27 -S — S si vom obtine
27.8-85=2""_1sau35=2"" -1, §=(2"" —1):3. Egalitatea devine:
[2"% =1):3]-n=2(1+2+2% +...+2"*"); avem mai departe

[(2"% =1):3]-n=2(2"* —1). Aceasti egalitate se inmulteste cu 3 si rezulti
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(2" ~1)-n=6(2""% -1), adica n=6.

R1.4.2.6. Calculati suma S = 245" +8.3* 1.24.5° 4

+8-3" 4+ +24-5" +8.3° +24.5 +8-3

Solutie. Deoarece bazele puterilor care apar sunt 3 si 5 se scrie 24 =25—-1 si
8=9—-1. Avem
S=25-1)-5"+0O0-1)-3"" +(25-1)-5" +(9-1)-3"" + ..+
+(25-1)-5"+(9-1)-3’ +(25-1)-5> +(9—1) -3 . Efectuam calculele:
S — 52004 _52002 +32003 _32001 +52002 _52000 _+_32001 _31999 + +
+50-5%+3° -3 +5° =52 +3° -3, deci §=5"""+3*"-5°-3.

1.5. Patrate perfecte. Cuburi perfecte

Numarul natural # este patrat perfect daca exista un numar natural a astfel incat

2
n=a .

Remarca. Ultima cifra a unui patrat perfect poate fi 0, 1, 4, 5, 6 sau 9. De aici,
deducem cd un numar care are ultima cifra 2, 3, 7 sau 8 nu este patrat perfect.

Este util sa retinem urmatoarele:

1) Daca numarul » este patrat perfect si daca p este un numar prim care divide
pe n, atunci p2 divide pe n.

2) Intre doua patrate perfecte a doud numere consecutive nu se afla un alt patrat
perfect.

Numarul natural n este cub perfect dacd existd un numar natural a astfel incat
n=a.
Model 1. Sa se arate ca numarul

A=2(1+2+3+...+42000+2001)+2002

este patrat perfect.

Solutie. Pentru a ardta ca A este patrat perfect, pe baza definitiei, trebuie scris
A=5b*, bnatural.

Aplicam 1+2+3+...42000+2001=2001-2002:2 si avem
A=2-(2001-2002:2)+2002 sau 4=2001-2002+2002, se da factor comun
A=2002(2001+1), deci 4=20027, pitrat perfect.

Model 2. Sa se arate ca urmatoarele numere nu sunt patrate perfecte:

A=67"+92% B=5"+5" C=2"-3""42"".3" neN.

Solutie. Pentru a arata ca 4 nu este patrat perfect, determinam ultima cifra a lui
A. Stim ca u(67) =u(7**)=9 si
u(92*) =u(2®)=u(2*"°?)=8; rezultd ca u(4)=u(9+8)=7. Un numir care are
ultima cifrd 7 nu poate fi patrat perfect.

Aceasta metodd, de determinare a ultimei cifre, nu se poate aplica pentru a

arita cd B nu este patrat perfect, pentru ca u(B)=0. Avem B=5"(5" +1).
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Observam ca 5" -5"7 <57 (57 +1) < (57 +1)(5"7 +1) (deoarece 5'" <5 +1), deci
(5" <B< (57 +1)*; (5")% si (5" +1)> sunt patrate perfecte a doud numere
consecutive, deci B nu este patrat perfect.

Pentru a arita ca C nu este patrat perfect procedam astfel: C =2"-3"-(3+2)

sau C=2"-3"-5; Cse divide cu 5, dar nu se divide cu 5%, deci C nu este patrat
perfect.

Probleme rezolvate

R1.5.1. Aratati ca suma primelor » numere naturale impare:

S=1+3+5+..+2n-1,neN’
este patrat perfect.

Solutie. Se calculeazd S suma primelor » numere impare, facind grupuri de
cite 2 termeni si avem S=(2n—-1+1)-n:2 sau S=2n-n:2, deci S=n" este
patrat perfect.

R1.5.2. Aratati cd suma primelor » numere naturale pare

S=2+4+6+..4+2n, neN’
nu este patrat perfect.

Solutie. Calculam S =2(1+2+3+...4+n) sau S=2[n(n+1):2], deci
S=n(n+1).Seobservica n-n<n(n+1)<(n+1)(n+1), adica S este cuprinsa intre

doua patrate perfecte a doud numere naturale consecutive, deci S nu este patrat perfect.
R1.5.3. Determinati toate numerele naturale de 3 cifre scrise in baza 10, care
adunate cu rasturnatele lor dau patrate perfecte.

Solutie. Daca un numar de trei cifre este abc, atunci rasturnatul lui este cha

. 2 - .
(a, b, c cifre). Deoarece abc+cba=k", rezulta succesiv

100a+10b+c+100c+10b+a =k*, 101a+20b+101c = k>,

101(a +¢)+20b = k* . Tinand cont ci ultima cifrd a unui patrat perfect poate fi 0, 1,
4,5, 6 sau 9, rezulta:

a+c=1,b=1sau a=1,c=0b=1,adici abc=110
a+c=4b=4sau a=1,c=3,b=4,adica abc =143
(k*=484) a=2,c=2,b=4,adici abc =242
a=3,c=1,b=4,adica abc =341
a+c=5b=6sau  a=1c=4,b=6, abc=164
(k*=625) a=2,c=3,b=6, abc =263
a=3,c=2,b=6, abc =362
a=4,c=1,b=6, abc =461
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a+ c =6 nu conduce la solutie pentru ca 626, 646, 666, 686, 706, 726, 746, 766 si
786 nu sunt patrate perfecte.

a+c=9,b=9 sau a=1,c=8b=9=abc=198
(k*=1089) a=2,c=7,b=9= abc=297
a=3,¢=6,b=9= abc =39
a=4,c=5b=9= abc =495
a=5,c=4,b=9= abc="59%
a=6,c=3,b=9= abc =693
a=7,¢=2,b=9= abc=792
a=8,c=1,b=9= abc=891
R1.5.4. Sa se afle numarul E, stiind ca ab+ba este patrat perfect si
ab—ba este cub perfect.
Solutie. Scriem %+E:10a+b+10b+a:11(a+b) si
ab—ba=10a+b)—(10b+a)=10a+b—10b—a=9(a—b).
ab+ba este patrat perfect, deci a+b =11 si ab—ba este cub perfect, deci
a—b=3.Rezulti a=7 si b=4,deci ab=74.
R1.5.5.Sasearate cd A=x"+2(5y+2) nu este patrat perfect, oricare ar fi

numerele naturale x §i y.
Solutie. Fie A= x"*+10y+2. Se stie ¢i x fiind un numar natural, ultima cifra

alui x* poate fi numai 0, 1, 5 sau 6. Deci u(x*) € {0,1,5,6}, u(10y) =0, deci
u(A)e€{2,3,7,8}, rezulta ca A nu poate fi patrat perfect.

1.6. Sisteme de numeratie

Sistemul de numeratie cu baza 10 (sistemul zecimal)

Sistemul de numeratie folosit cu precadere in practicd este sistemul zecimal,
adica sistemul cu baza 10. Baza unui sistem de numeratie este numarul care aratd cate
unitati de un anumit ordin formeaza o unitate de ordin imediat superior. Sistemul
zecimal este pozitional. Acest sistem utilizeaza pentru scrierea numerelor zece semne
(cifre arabe): 0, 1,2, 3,4, 5,6,7, 8,9, de unde vine si denumirea sistemului.

Un numar natural N se scrie in sistemul zecimal in mod unic sub forma:

N=a,10"+a, 10" +..+a,-10+a, sau  sub  forma  prescurtatd

N=a,a,  .aa,, unde a,a a, sunt cifre, 0<a, <9, pentru orice

n"n-1° n—1"°s

ie€{0,1,..,n}, neN, a,#0. Cand cifrele unui numar sunt notate prin litere, atunci
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pentru a distinge acest numar de produsul acelor litere, il vom supralinia. De exemplu,

abcd inseamna a-10° +5-10° +¢-10+d , a,b,c,d €{0,1,....9}, a #0.

Sisteme de numeratie cu alta baza

Ca bazd a unui sistem de numeratie se poate alege orice numdr natural mai
mare decat 1.

S-au folosit si se folosesc si alte sisteme de numeratie: caldeenii au folosit un
sistem cu baza 60; de la acest sistem a ramas traditia impartirii orei in 60 de minute si a
minutului in 60 de secunde. La popoare din America de Nord, America Centrala si de
Sud, Africa, au fost gasite sisteme de numeratie cu bazele 5 si 20.

Astfel, daca alegem ca baza a unui sistem de numeratie numarul be N, b > 2,

atunci exprimarea unui numar natural N in aceasta baza se face, scriindu-1 in mod unic,
in felul urmator:

(*) N=ab"+a, b""' +.+ab+a,,

a, »...,a,,a, sunt cifrele

n’

sau sub forma prescurtatda N =a,a,_,..a,d,, , unde a

numdrului, astfel ca 0<a, <b-1, pentru orice i €{0,1,...,n}, neN, a, #0, iar

indicele din paranteza, dreapta jos, reprezinti baza sistemului de numeratie. in general,
pentru scrierea numerelor 1n sistemul zecimal nu se specifica baza.

Numerele 1,2,...,5-1 se numesc si cifre semnificative.

Orice numar natural scris sub forma (*) spunem cad este scris sub forma
sistematica (sau forma polinomiald).

Exemplu. Numarul 23454, se scrie sub forma sistematicd in baza 6 astfel:
23456=2-6’+3-6"+4-6+5.

Remarca. Daca baza unui sistem de numeratie este mai mare decét 10, atunci
se pot introduce simboluri noi pentru cifrele corespunzatoare numerelor 10, 11,..., b-1
sau acestea se pot scrie cu paranteze si considerate ca cifre.

Exemplu. Daca sistemul de numeratie are baza 16 (sistem folosit in tehnica de
calcul), semnele (cifrele) folosite pentru scrierea unui numar natural in aceastd baza
sunt: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,4,B,C,D,E,F, unde A=10, B=11, C=12, D=13, E=14, F=15.

Scrierea unui numdr natural N in baza b, sub forma N =a,a,,...a,q, ,, mai

n"n-1°
poartd denumirea de scriere pozitionald, deoarece fiecare cifrd ocupa o anumita pozitie
(un anumit ordin) in reprezentarea numdrului. Astfel, cifra @, indica unitéti de ordinul

intdi, g, indica unitati de ordinul doi s.a.m.d., cifra g, indica unitati de ordinul n +1.

Observatie. in sistemul de numeratie cu baza b, o unitate de un ordin oarecare
este formata din b unitati de ordin inferior.

Exemplu. 678, se citeste sase sapte opt in baza 9 si nu sase sute saptezeci si
opt unitati in baza 9.
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Pentru unele sisteme de numeratie se folosesc denumiri: sistem binar (baza 2),
sistem ternar (baza 3), sistem octal (baza 8), sistem zecimal (baza 10), sistem
hexazecimal (baza 16), sistem sexagesimal (baza 60) etc.

Dintre toate aceste sisteme de numeratie, o importantd deosebita In tehnica o
are sistemul binar, folosit la calculatoarele electronice.

Trecerea unui numadr dintr-un sistem de numeratie in alt sistem de numeratie

Pentru a trece numarul N =a,a,_,...a,a, , inbaza 10, efectudm calculele din
relatia (*).

Exemple. 1765 =1-8"+7-8 +6-8+5=1013,, =1013
1111001, =1-2° +1-2° +1.2* +1.2° +0-2 +0-2+1=121

Pentru a trece numarul N din baza 10 in baza b se aplica urmatorul algoritm: se
imparte N la b, iar catul obtinut se Tmparte la b s.a.m.d. pana cand se obtine catul 0.
Resturile scrise in ordine inversd decét efectuarea operatiilor, reprezintd cifrele
numarului cautat in baza b.

Aceastd succesiune de impartiri poartd numele de algoritmul sistemelor de
numeratie.

Exemple. 1) Trecem numarul 12 din baza 10 in baza 2.
12=2-6+0, 6=2-3+0, 3=2-1+1, 1=2-0+1. Deci 12=1100,).

Calculele anterioare se pot aranja si astfel:

sensul citirii

2) Trecem numarul 763 din baza 10 in baza 9.
763=9-84+7, 84=9-9+3, 9=9-1+0, 1=9-0+1. Deci 763=1037 o,

Pentru a trece un numar N din baza b in baza ¢, trecem numarul din baza b in
baza 10, iar numarul astfel obtinut il trecem in baza ¢ folosind algoritmul sistemelor de
numeratie.

Exemple. 1) Trecem numarul 1245, in baza 7.

Trecand 1245, in baza 10 obtinem 124, =15 +2-5+4 =39,

il trecem pe 39 din baza 10 in baza 7:

(%)
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30=7-5+4, 5=7-0+5. Deci 1245=54).
2) Trecem numarul 214, in baza 8.
Trecand mai intéi in baza 10, obtinem 214, =2- 6 +1-6+4 =821l trecem

pe 82 din baza 10 1n baza 8.
82=8-10+2, 10=8-142, 1=8-0+1. Deci 214=122 ).

Remarca. Pentru rezolvarea problemei de trecere dintr-o baza b in alta b’
putem proceda si astfel: scriem numarul sub forma sistematicd in baza b si trecerea
tuturor cifrelor numérului inclusiv a bazei in noul sistem de numeratie cu baza ', dupa
care se efectueaza calculele cerute in baza b'.

Exemplu. Trecem numdrul 2465, in baza 5.

2 2
246, =2-8 +4-8+6=2, 13} +4 13 +11

(5 (5) (%)
=25, 2245 +1125, +115, =1003 5, +123

(5) ©)

(%)

=1131

(5) (5) 6]

Operatii cu numere scrise in diverse baze

Regulile de calcul pentru operatiile cunoscute se aplicd si numerelor scrise
intr-o alta baza b, dar trebuie alcatuite in prealabil table de adunare i de inmultire a
numerelor in sistemul de numeratie respecti

De exemplu, tablele de adunare si de inmultire in sistemul binar (cu baza 2) si
in sistemul ternar (cu baza 3) sunt urmatoarele:

+(0|1 ]2 e|0|1]2
+(0|1 | 0

00 2 0/0/0|O0
0[0]1 0(0|0

111210 1{0|1]2
0110 110

212]10 |11 2101211

Probleme rezolvate

R1.6.1. Stabiliti valoarea de adevar a propozitiei:
12123+13134+1414(5+15156+1616)=2000003 5
Solutie. Trecem toate numerele in baza 10:

12125, =1-3"+2-3+1:3+2=50, 1313, =1-4’ +3-4* +1-4+3=119,
1414 =1-5 +4.5% +1.5+4=234,1515, =1-6" +5-6” +1-6+5=407,
1616, =1-7°+6-7° +1-7+6 =650 si 2000003 ;, =2-3°+2=1460.

Membrul stang devine 50+119+234+407+650=1460.

Propozitia este adevarata.
R1.6.2. Scrieti numdrul 2003 ca suma de puteri ale lui 2 cu exponenti diferiti.
Solutie. Trecem 2003 din baza 10 in baza 2.

2003=2-1001+1, 1001=2-500+1, 500=2-250+0, 250=2-125+0

125=2.62+1, 62=2-31+0, 31=2-15+1, 15=2.7+1, 7=2-3+1,
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3=2-1+1, 1=2-0+1. Deci 2003=11111010011,) si se poate scrie
2003=2""+2"+2%+27+2%42442+2°.

R1.6.3. Aflati x, y, z numere naturale care verifica egalitatea:

272 422 107 =416,

Solutie. Trecem 416 din baza 10 in baza 2. Se obtine: 416=110100000).
Egalitatea devine: 2***> + 22" +27 =2% +27 + 2% Sunt posibile urmatoarele cazuri:

3x+2=8,2y+1=7,z=5=>x=2,y=3,z=5

3x+2=8,2y+1=5,z=T=>x=2,y=2,z=7

3x+2=5,2y+1=7,z=8=x=1,y=3,z=8

R1.6.4. Comparati numerele:

n, =1981"% +1981"% si n, =1981"" +1981"""

Solutie. Aceste numere se pot compara foarte usor daca trecem numerele in
baza 1981; tinand cont ca 1981=10,9g;) obtinem

1, =100...0 45, +100...0 105,,=100100...0 155,

1980 1983 1980
1, =100...0 105, +100...0 6 = 1100...0 105, -
1981 1982 1981

Numirul n, are 1984 cifre in baza 1981, iar numarul 7, are 1983 cifre in baza 1981,
deci n, >n,.

Remarci. Este foarte util de retinut aceastd metoda de comparare a sumei de
puteri cu aceeasi baza, trecand numerele Intr-o baza egala cu baza puterii.

R1.6.5. a) Se da numarul £, =27 —2°—2 . Si se scrie acest numir ca o suma
de puteri naturale consecutive ale lui 2.

b) Se cere acelasi lucru pentru E, =2" —2"" —2,unde ne N si n>3.

Solutie. a) Folosind scrierea binara si efectudnd calculele se obtine:
E, =10000000,, —1000000,, —10,, =1000000,) —=10,, =111110,, =

=2°+2"+2° +2% +2 (s-atinut cont ca 10, — 1, =1,)).
b) Procedand la fel pentru £, obtinem:
E, =100...0 ,,-100...0 ,—10,, =100...0 , —10.,, =11...10

n n—1 n—1 n-2

@ =

=2"2 42" 427 42,
R1.6.6. Intr-un sistem de numeratie de baza x, avem egalitatea

107, +45,, =154

Sa se afle baza sistemului si sa se verifice.

Solutie. Scriem numerele sub forma sistematica in baza x si punem conditia ca
x sa fie natural si mai mare ca cea mai mare dintre cifrele numerelor:
1-x*>4+0-x+7+4-x+5=1-x>+5-x+4, xeN, x>7. Se obtine
x> +4x+12=x" +5x+4 sau 4x+12=5x+4, ce conduce la x=8.

(x)
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Verificare: 107 o +45 4 =

=1-8+5-8+4=108.

R1.6.7. In ce bazi are loc inegalitatea 11+22+33>223?

Solutie. Fie x baza sistemului de numeratie cdutatd. Se impune conditia x
numdr natural, x >3:

11, +22,,+33,,>123 .,
Scriem numerele sub forma sistematica si avem:

x+1+2x+2+3x+3>1-x" +2x+3 sau 4x+3>x’.
Inegalitatea este verificatd pentru x =4 , iar pentru x >5 avem x° > 4x+3.

Solutia este 4.
R1.6.8. Determinati x si y, daca

11, +22, =214 si 33, +44, =43.

Solutie. Conditiile ce se impun sunt x, y naturale, x>3,y>4. Scriem

1-8+7+4-8+5=108, iar

154 4,

xeN, x>3.

numerele sub formd sistematica §i avem: x+14+2y+2=2-8+1 i
3x+3+4y+4=4-9+3; efectuand calculele se obtine x+2y=14 i
3x+4y=232. Inmultim prima egalitate cu 3 si apoi scidem cele doud egalititi
membru cu membru. Se obtine 2y =10, deci y=5 si x=4.

R1.6.9. Un comerciant vinde zahar, pe care il primeste in saci de 80 kg. Pentru
a putea cantari orice greutate intre 1 si 80 kg (numar natural) se foloseste de un cantar
cu greutati (nu balanta!).

a) Care este numarul minim de greutiti de care are nevoie?

b) Cate greutati trebuie sa aiba, daca pe fiecare o are in doud exemplare?

Solutie. a) Sunt necesare cel putin 7 greutiti, care pot fi de cate: 1,2,4,8,16,32
si 64 kg (sau ultima orice numar k, 17 < k < 64). Pentru a cantari orice greutate de la 1
la 63 kg sunt necesare minim 6 greutati, ele fiind de 1,2,4,8,16 si 32 kg, deoarece orice
numar intre 1 si 63 se scrie in baza 2 cu cel mult 6 cifre:
63=111111).

A pune sau nu 0 anumitd greutate pe cantar inseamna a lua cifra 1 respectiv 0
in numarul de kilograme scris in baza 2 pe pozitia corespunzitoare greutatii respective.

Pentru a cantari greutati mai mari este necesara cel putin o greutate, care poate
fi de 80-63=17 kg sau 2°=64 kg si atunci putem cantri cantititi pana la 127 kg.

b) Sunt necesare cel putin 8 greutati, cate doua de fiecare din: 1,3,9,27 kg. O
anumita greutate intr-o cantarire poate:

- lipsi de pe cantar (0)

- apar un exemplar pe cantar (1)

- apar doua exemplare pe cantar (2),
ce ne conduce la a rationa cu numere in baza 3.

Avem 80=2(1+3+9+27)=2222, si pentru a scrie orice numar in baza 3 intre 1
si 80 avem nevoie de 4 cifre (8 greutati, caci fiecare e luata in dublu exemplar).
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1.7. Criptaritm

Problemele ce apar in aceasta temd se referd la determinarea cifrelor unui
numar natural, scris Tn baza 10, folosind operatiile definite I1n multimea numerelor
naturale. Cifrele necunoscute sunt reprezentate prin litere. Litercle de acelasi fel
semnifica cifre egale, dar litere diferite nu semnifica neaparat cifre diferite.

Model. 1) Sa se determine numerele naturale de 2 cifre ab cu proprietatea
ab+ba=154.

Solutie. Scriem numerele in baza 10; avem 10a+b+10b+a =154 sau
11(a+b)=154 sau a+b=14. Aceasta egalitate este verificata de:
a=5b=9,a=6,b=8,;a=7,b=T7,a=8,b=6 si a=9,b=5.

Solutiile problemei sunt: 59, 68, 77, 86, 95.

2) Sa se reconstituie adunarea:

BALADA+ LADA+ ADA+ DA+ A=257605

Solutie. Literele B, 4, L, D reprezinta cifre. Adunarea se poate scrie:
B A L A D A +

L 4 D 4
A D A4

D A4

A

2 57 6 0 5

A+ A+ A+ A+ A€ {5]15,25,35,45}
A=1=4D €{0,10,20,30} , de unde avem D =0 conducela 34=6,4A=2 nue
posibil
D=5=3A4+2=06 imposibil
A=3=1+4D €{0,10,20,30} imposibil pentru ca 1+4D este impar
A=5=2+4D €{0,10,20,30}
2+4D=10=> D=2
A=5,D=2=3-5+1=16,1+2L=7=L=3,B=2
1+2L €{17,27} nu este posibil pentruca 4A=5.
A=7=3+4D €{0,10,20,30} imposibil
A=9=4+4D €{0,10,20,30,40} = D € {4,9}
D=4=44+4D=20=2+34=2+3-9=29 imposibil
D=9=4+4D=40=>4+34=4+3-9=31 imposibil
Rezulta B=2,4A=5,L=3,D=2.

Verificare: 253525+3525+525+25+5=257605
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Probleme rezolvate

R1.7.1. Aflati numerele de 4 cifre abcd , care verifica relatia:

abcd +bed +cd +d =3102

Solutie. Se scrie sub forma sistematicd in baza 10 si se obtine:
1000a + 2006 +30c +4d =3102 sau 2(500a+100b+15¢+2d)=3102, de unde
500a+100b+15¢+2d =1551. Suma din membrul sting este 1551, rezultd ca a
poate lua valorile 1, 2 sau 3. Analizam pe rand toate situatiile ce pot aparea:

Dacd a =1 se obtine 1005 +15¢ +2d =1051. Datorita faptului ca
15¢+2d <15-9+2-8, adica 15¢+2d <153, rezulta ca 100b >1051—-153,
1006 >898, deci b ia valoarea 9. Pentru b =9, se obtine mai departe
15¢+2d =151. Stim ca 2d <18, deci 15¢>151-18 =123, rezultaca c=9.
Inlocuind pe ¢ cu 9 se obtine 2d =151-135, 2d =16, adica d = 8. Rezulta

abed =1998 .

Dacda a=2, se obtine 100b+15¢+2d =551. Judecand asemanator,
15¢+2d <153, deci 1005 > 398, deci b poate fi 4 sau 5.

Pentru b=4, avem 15¢+2d =151, ce conduce la ¢=9 si d =8, in mod

asemanator. Rezultd abcd = 2498 .

Pentru =5, avem 15¢+2d =51, dar 2d <18, rezultd ci 15¢>51-18,
15¢>23 si 15¢ trebuie sd fie impar (suma dintre 15¢ si numar par 2d este un
numir impar). Deducem ci ¢ =3. Inlocuim si avem 45+2d =51, deci 2d =6,
d =3 . Rezultd abcd =2533.

Pentru ¢ =5 vom obtine 15¢ > 51, nu conduce la solutie.

Problema are 3 solutii: 1988, 2498, 2533.

Verificare: 1998+998-+98+8=3102
2498+498+98+8=3102
2533+533+33+3=3102

R1.7.2. Determinati cifra x, stiind ca numarul x9-x1+16 , scris in baza 10,
este patrat perfect.

Solutie. Numarul dat se poate scrie x9- (10x +1) + 16 . Efectuand inmultirile
avem
x9-10x+x9+16=(10x+9)-10x +10x+9+16=100x> +90x +10x + 25 =
=100x> +100x +25 =25(4x" +4x+1) =25(4x" +2x+2x+1) =
= 25[2x(2x + 1)+ (2x +1)] = 25-(2x +1)* = [52x + D] = (10x +5)* = x5 .
Numarul dat este patrat perfect oricare ar fi cifra x diferita de 0. Solutia problemei este
x€{,2,3,4,5,6,7,8,9} .

R1.7.3. Determinati numarul E , stiind ca 3 E+; =114.

Solutie. Se scriu numerele in baza 10; avem
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3-(10x+ y)+10y+x =114 sau 31x+13y =114.
Pentru ca suma din membrul sting are valoarea 114, rezultd cd 31x <114, deci x
poate fi 1, 2 sau 3.
Pentru x =1 se obtine 13y =83 imposibil.
Pentru x =2 se obtine 13y =52, adica y =4 si E =24.
Pentru x =3 se obtine 13y =21 imposibil.

Solutia problemei: 24.
Verificare: 3-24+42=72+42=114.

R1.7.4. Suma dintre numarul de 3 cifre abc si rasturnatul siu este 645. Care
sunt numerele care indeplinesc aceastd conditie si care este suma lor? (a # 0, ¢ #0)

Solutie. Numarul abc verifica egalitatea abc + cha = 645 (a#0, c#0).
Avem 100a +10b+c¢+100c +10b +a = 645 sau
101(a+c)+20b =645 . Se observa ca 101(a +c) =645—-20b sau

101(a+c) =5(129 —4b), de unde rezulta ca 101(a + ¢) se divide cu 5, deci a+c se
divide cu 5, a+ce{5,10,15} (fiind suma a doua cifre). Daca a+c=5, avem
206 =140, deci b=7. Atunci a=1, b=7, c=4 sau a=2, b=7, ¢=3 sau
a=3,b=7,c=2saua=4,b=7, c=1;

abc e {174,273,372,471} . Suma acestor numere este (174+471)+(273+372), adica
2-645=1290.

R1.7.5. Determinati numarul de 3 cifre abc si numarul de 2 cifre E, pentru

care @+%+c:2yy +57.

Solutie. Se stie ca 2921024, iar 2" =2048; suma abc +be +c ia cea mai
mare valoare 999+99+9=1107, deci nu poate fi mai mare sau egala cu 2048. Avem

E =10. Egalitatea devine abc + bc+c=1081 sau
abe +
%
c
1981
Adunam unitatile 3ce{l,11,21}. Singura posibilitate este c¢=7. rezulta

2+2be{8,18}, adica b=3 sau b=8. Daca b =3, atunci a ar trebui sa fie 10, ceea

ce este imposibil, a fiind cifra. Deci, b=8 si a+1=10, a =9 . Numarul abc =987 .
Verificare: 987+87+7=1081.
R1.7.6. Determinati cifrele nenule x, y, z stiind ca

XX Yy = XzzX
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Solutie. Numerele xx si yy se mai pot scrie 1lx, respectiv 11y, iar

xzzx =1000x +100z +10z + x =1001x +110z. Egalitatea din enunt devine
11x-11y=1001x+110z. Avem 11> -x-y=11-(91x+10z) sau 11xy=91x+10z.
Vom avea mai departe 11xy —91x =10z, deci x(11y—91) =10z . Pentru a fi posibila
diferenta 11y —91, cand y este cifra, rezultd y =9. Prin inlocuire se ajunge la
x-8=10-z, wverificata numai de cifrele x=5 §i z=4. Solutia este
x=5y=92z=4.

Verificare: 55-99=5445.

R1.7.7. Determinati numerele de doua cifre ab , Cu proprietatea

ab’ =cde si ba =edc.

Solutie. Numerele cde si edc sunt patrate perfecte. Ultima cifrd a unui patrat
perfect este 0,1,4,5,6,9, dar c #0, e # 0= e,c € {1,4,5,6,9} .

Dacd c=1, avem %2 =1de si Ez :ﬁ, de unde a poate fi 1 sau 9.

Pentru a=9, %2 nu este de 3 cifre. Deci a=1. Avem: Ez =1de si
Iiz = ed1. Numerele ce verifici cele doud egalitati sunt abe {11,12,13} .

Dacd ¢=4, avem Ez = 4de si EZ :ed_4, de unde a poate fi 2 sau 8, dar
cum @2 nu este de 2 cifre, rezultd ca a=2. Avem %2 = 4de si EZ =ed4.

Numerele ce verifica cele doua egalitati sunt abe {21,22} .

—2 —  —2 — —2
Daca ¢c=5, avem ab =5de si ba =ed5, de unde a ar putea fi 5, dar 5b
nu este de 3 cifre.

Daca ¢=6, avem %2 = 6de si Ez =ed6 , care conduce la a ar fi 6, dar
@2 nu este de 3 ciftre.

Daca ¢ =9 avem Ez =9de si %2 :%, de unde a poate fi 3 sau 7, dar
cum %2 nu este de 3 cifre, rezultd a =3. Avem %2 =9de si %2 = ed9 . Numarul

ce verifica relatia este ab=31.
Problema are 6 solutii: ab € {11,12,13,21,22,31}.

1.8. Principiul lui Dirichlet (Principiul cutiei)

1.8.1. PRINCIPIUL LUI DIRICHLET (Principiul cutiei) este o0 metoda de
rezolvare a unor probleme folosind un rationament de tipul urmator:

Daca in doua “cutii” se gasesc trei obiecte (sau mai multe), atunci exista o
“cutie” care contine cel putin doua obiecte, sau
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Fiind date n “cdasute” si n+1 obiecte, atunci cel putin o “cdsutd’” contine doud
obiecte.

1.8.2.Teorema : Fie A o multime nevida, iar A, , A,, ..., A, o partitie a lui A, adica :

n
UAk =A sidin A=, pentruoricei € N*,j € N*si i#].
k=1
Daca avem n+1 elemente din 4, notate a, , a, , ... , a,, atunci existd cel putin o
submultime 4, (k € N*) a partitiei care sa contind cel putin doua elemente ale multimii

{ag,ar, ..., a,}.
1.8.3. Probleme rezolvate

R1.8.3.1. Se considerd 7 numere naturale. Demonstrati ca printre numerele
naturale date cel putin doud dau acelasi rest la impartirea cu 6.

Solutie : La impartirea cu 6 a unui numar natural se poate obtine unul din
resturile : 0, 1, 2, 3, 4 sau 5.

Consideram “cutia 0” cea formata din toate numerele, din cele date, care dau
restul 0 la impartirea cu 6. Analog consideram:

“Cutia 1” formata din toate numerele, din cele date, care dau restul 1 la
impartirea cu 6.

“Cutia 2” formata din toate numerele, din cele date, care dau restul 2 la
impartirea cu 6.

“Cutia 3” formata din toate numerele, din cele date, care dau restul 1 la
impartirea cu 6.

“Cutia 4” formatd din toate numerele, din cele date, care dau restul 1 la
impartirea cu 6.

“Cutia 5” formata din toate numerele, din cele date, care dau restul 1 la
impartirea cu 6.
Avem astfel 6 cutii In care trebuie plasate 7 numere. Va exista cel putin o cutie care
contine doua sau mai multe numere care dau acelasi rest la Tmpartirea cu 6.

Generalizare : Fie n+1 numere. Sa se arate ca exista cel putin doud numere,
din cele date care dau acelasi rest prin Impartirea la n.

R1.8.3.2. Intr-o padure de conifere cresc 800000 de brazi. Fiecare brad are cel
mult 500 000 de ace. Sa se demonstreze, ca exista cel putin doi brazi cu acelagi numar
de ace.

Solutie: Presupunem contrariul, adicd presupunem ci nu existd doi brazi
din aceastd padure cu un numar egal de ace. Atunci cel mult un brad (un brad sau nici
unul) va avea un ac. La fel, cel mult un brad va avea doua ace, s.a.m.d. , cel mult un
brad va avea 499 999 ace, cel mult un brad va avea 500 000 ace. Deci, cel mult 500
000 au un numar de ace intre 1 si 500 000. Cum 1in total sunt 800 000 brazi, si deoarece
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fiecare brad are cel mult 500 000 ace, rezultd ca vor fi cel putin doi brazi cu acelasi
numadr de ace.

Observatie: Se observa cu usurintd, cd solutia nu tine esential de numerele
concrete 800 000 (numarul de copaci) si 500 000 (numarul maximal de ace).

Rezolvam problema utilizand principiul lui Dirichlet. Avem 500 000 cutii
numerotate respectiv 1,2,3,...,500 000. Plasam (virtual) in aceste cutii 800 000 brazi in
modul urmator: in cutia cu indicele s se repartizeaza brazii cu s ace. Deoarece brazii,
adica "obiecte", sunt mai multe decét cutii, rezulta ca cel putin o cutie va contine cel
putin doua obiecte, adica cel putin doi brazi. Deoarece in una si aceeasi cutie sunt brazi
cu numar egal de ace, deducem ca exista cel putin doi brazi cu acelasi numar de ace.

R1.8.3.3. Sa se demonstreze, ca printre orice sase numere Intregi exista doua
numere a caror diferenta este divizibila prin 5.

Solutie : Consideram 5 cutii etichetate cu numerele 0,1,2,3,4, care reprezinta
resturile impartirii la 5. Repartizdm in aceste cutii sase numere intregi arbitrare, in
dependentd de restul impartirii la 5, adicd in aceeasi cutie se plaseaza numerele cu
acelasi rest de impartire la 5. Cum numere ("obiecte") sunt mai multe decat cutii,
conform principiului lui Dirichlet, existd o cutie ce contine mai mult decat un obiect.
Deci, exista (cel putin) doud numere plasate in aceeasi cutie. Prin urmare, exista doua
numere cu acelasi rest la impartirea prin 5. Atunci, diferenta lor este divizibila prin 5.

R1.8.3.4. Sa se demonstreze ca pentru orice numar natural n> 1, exista un
numar natural format din cifrele 0 si 5, divizibil prin #.

Solutie : Fie numerele naturale

a, =50, a, =5050,...,a, =35050...50

de n ori

si repartizim aceste "obiecte" 1n "cutii" numerotate cu numerele 0,1,...,n-1 (care
reprezinti resturile impartirii la #). In cutia s plasim numarul a; care di restul
impartirii la £ numarul s.
Daca in cutia cu indicele 0 este un "obiect" (adicd un numar), atunci problema este
rezolvata. In caz contrar n "obiecte" sunt plasate in n-1 "cutii". In baza principiului lui
Dirichlet existd doud "obiecte" (numere) plasate in aceeasi cutie. Deci, existd doua
numere care dau acelasi rest la impartirea prin n. Diferenta lor va fi divizibila prin z si
se observa ca diferenta numerelor formate din cifrele 0 si 5 la fel va fi un numar format
din cifrele 0 si 5.

R1.8.3.5. Intr-o sald sunt n persoane (n > 2). Si se demonstreze ci printre ei
se vor gasi doi oameni cu acelasi numar de cunoscuti (se presupune ca daca persoana 4
este cunoscut al lui B, atunci si B este cunoscut al lui 4; nimeni nu este considerat ca
fiind cunoscut al lui insusi).

Solutie : Desemnam prin m numadrul persoanelor ce au cel putin o cunostinta in
sald (acestea vor fi "obiectele"). Fiecare dintre aceste m persoane poate avea 1,2,...,m-1
cunoscuti ("cutiile" vor fi numarul de cunostinte).
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Conform principiului lui Dirichlet existd doua persoane cu acelasi numar de
cunoscuti.

La rezolvarea unor probleme este util de aplicat principiul lui Dirichlet
generalizat.

Daca plasam pn+1 obiecte in n cutii, atunci cel putin o cutie va contine cel
putin "p+1" obiecte.

R1.8.3.6. Intr-o clasi sunt 40 de elevi. Existd oare o luni a anului, in care cel
putin 4 elevi isi sarbatoresc ziua de nastere ?

Solutie : "Cutiile" sunt lunile anului iar "obiectele" sunt elevii. Repartizim
"obiectele" in "cutii" in dependentd de luna de nastere. Asa cum luni, deci cutii, sunt
12, iar elevi, adica obiecte 40 = 12-3+4, conform principiului lui Dirichlet exista o
cutie (o lund) cu cel putin 3+1=4 obiecte.
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