CLASA aV-a
SOLUTII SI BAREME
1. La un campionat de fotbal, Andrei, Mihai si Vasile au marcat impreuna 22 de

goluri. Andrei a marcat de trei ori mai multe goluri decat Vasile, iar Mihai jumitate din
numarul golurilor marcate de Andrei. Cate goluri a marcat fiecare?

V _—‘
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M | i f !
Daca luam o jumatate din segmentul care reprezinta numarul golurilor marcate de Vasile , 1p
observam ca la Andrei sunt 6 astfel de "bucati”" iar la Mihai 3, in total 11 "bucati" . . . 1p
Deci "bucata" respectivd reprezinta 22: 11 =2 (goluri). . : . : . 1Ip
Prin urmare Vasile a marcat 4 goluri, Andrei 12 si Mihai 6. : . : . 1p

1. Sa se determine numerele naturale abc, scrise in baza 10, astfel incat
abc =cba+ab+ba+ca+ac+bc+ch.

Relatia data conduce la 100a +10b+c =23a+32b+122c

Adica 77a=22b+12lc & Ta=2b+1lc

Pentruca 7a<7-9=63 = c¢<5

c=1,ducela 7a=2b+11=2b+4+7=2(b+2)+7 de unde rezultd (b+2):7,

adicab=5 ,7a=21 si a=3 ; avem 351 Ip
c=2,ducela 7a =2b+22=2b+8+14=2(b+4)+14,apoi (b+4):7
prinurmare b =3 si a=4 ; avem 432 Ip

c=3,ducela 7Ta=2b+33=2b+5+28, 2b+5):7,b=1si a=5
=2b+35-2=2(b-1)+35, (b-1):7,b=8 st a="1

Se obtin numerele 513 si 783 Ip
c=4, Ta=2b+44=2(b+1)+42,b=6sia=8 ; avem 864 Ip
c=5, 7Ta=2b+55=2b+6+49=2(b+3)+49, cu b=4 si a=9 ; 945 solutie Ip

3. Exista 5 numere naturale a, b, c,d sie cu proprietatea ci suma a oricaror
patru dintre ele da restul 1 prin impéartirea la 4 ?

Presupunem ca exista astfel de numere, prin urmare am avea:

a+b+c+d=M,+1

a+b+tct+e=M,+1
a+b+d+e=M,+1 5p
at+c+d+e=M, +1
b+c+d+e=M,+1

Dacad adunam membru cu membru obtinem 4(a+b+c+d+e)=M,+5=M, +1 Ip
Ceea ce este imposibil, prin urmare nu exista astfel de numere. Ip



CLASA aVl-a
SOLUTII SI BAREME

1. Determinati toate numerele naturale nenule care impartite la 17 dau
catul egal cu restul siimpartite la 23 dau, de asemenea , catul egal cu

restul.

Fie ne N* asa incat n=17-q+q ,q< 17, ge N.
n=23-r+r, r<23, re N.
deunde n=18qg cu 0<q/7 .
n=24r cu 0<rZ23.
Din 18g =24r rezultd 3g=4r .
Deci g=4a, r=3a cu ae N si a<4.
Rezultd n=18-4a=72a, a=0,1,2,3,4 .
Deci ne{0,72,144, 216, 288} .

lp
lp
0,5p
0,5p
I5p
Ip
lp
0,5 p.

2.  Determinati m , n numere naturale astfel incat 2" —2" =120,

Deoarece 2" > 2" rezultd m >n . Fie p=m-ne N .
Atunci 2" =2" =120 2"2" -1)=2"-15 . .

Pt. ca 2”7 —1 este impar, este necesar ca

2" =23 n=23 ;
= sSn = 1 —
27 _1=15 27 =16=2* sip=4..

Deci m=n+p=3+4="7 .

Arﬁtaticﬁ numarul X:12320092010(1+%+§++

este natural si se divide cu 2011.

1 1
+
2009 2010 )

x=2-3-...-2010 +1-3-4-...-2010 +1-2-4-...- 2010 +...+1-2-...- 2008 - 2009 +1-2-3-...-2009€ N 2p

Apoi:

x=1-

=1-2-3-...-2010{

2-3-...-2010 1+L + l+L +...+ L+L ,
1 2010 2 2009 1005 1006

2011 2011 2011
+ Ffot———|=
1-2010 2-2009 1005 -1006

=2011[2-3-...-2009+1-3-...-2008-2010+...+1-2-3-...-1004-1007 - ...- 2010] = .

=2011-a, ae N de unde avem ca 2011 1l divide pe x. .



CLASA a VII-a
SOLUTII SI BAREME

1. in triunghiul ABC, M este mijlocul inaltimii AD ( De (BC) ), ilar Ee (AC)
astfel incat EC =2AE. Aratati ca punctele B, M, E sunt coliniare daci si numai daci
[AB]=[AC].

Consideram B, M si E sunt coliniare si construim DT||BE lp

Atunci in AADT, ME este linie mijl. si ET = AE = %EC 0,5p

De unde avem ca T e mijlocul lui EC, adica DT linie mijlocie

in ABCE si atunci D e mijlocul lui BC. Ip
Cum AD e 1ndltime si mediana, avem triunghi isoscel,
adica [AB]=[AC]. 1p

Reciproc; presupunem ca [AB] = [AC ] , adica triunghiul A ABC este isoscel. Cum AD este indltime

va fi si mediand, adicd D este mijlocul lui BC. 1,5p
Construim DT|BE = DT linie mijlocie in ABEC, T fiind mijlocul lui EC = TE=AE 1p
Deciin AADT, ME este linie mijlocie si atunci DT||ME . Dar prin E avem o singura paraleld la DT.

Prin urmare B, M si E coliniare. Ip

2.  Sa se determine a, b ¢ N stiind ca 1997 impartitla a da restul 2b-a si
mpartit la b da restul 2a-10.
Resturile sunt numere naturale sunt numere naturale, deci 2a—-10>0, 2b—-9>0 de unde

avemcd a>5 51 b25. Ip
Cum restul e mai mic decat Tmpartitorul, 2b-9Za iar 2a—10£b Ip
Atunci b>2a-10>2(2b-9)-10 = b>4b-28 = 3b<28 adici be {5, 6,7, 8, 9} Ip

In plus, b nu poate fi par (restul imp. lui 1997 la b este 2a-10 care este par) deci be {5,7,9} 1p
Daca b=5, avem 1997=5-399+2, adica a=6 si cum 1997=6-332+5, 2b-9=5 adica b=7#5.

Valoarea nu convine Ip
Daca b=7, avem 1997=7-285+2, adica a=6, din nou 1997=6-332+5, 2b-9=5 adica b=7,

deci a=6 si b=7 Ip
Daca b=9, avem 1997=9.221+8, adica a=9. Avem 1997=9-221+8 adica 2b-9=8, imposibil.
In concluzie a=6 si b=7. Ip

3. Daca ux, y, z, t sunt numere reale, atunci
1
(—x+y+z+t)2+(x—y+z+t)2+(x+y—z+t)2+(x+y+z—t)2+sz+y+z+t

Precizati cazul de egalitate.

Dupa ridicarile la patrat, se obtine inegalitatea 4(x* + y> +z* +t*)—x—y—z—t +i >0 2p
1)’ 1Y’ 1Y’ 1)’
care este echivalenta cu (Zx - Zj + (2 y —Zj + (Zz —Zj + (Zt - Zj >0 ineg evidenta 4p

Pentru x=y=z=¢ =% se realizeaza egalitatea Ip



CLASA a VIII-a
SOLUTII ST BAREME

1. Fie patrulaterul inscriptibil ABCD .Daca AC~BD={0}, Ee (0C) si Fe (BD),
sa se demonstreze ca EF | AB daca si numai daca ZADE = /BCF .

A Presupunem cd EFIAB, atunci DEF = BAO (1) Ip
ABCD inscriptibil = BAO = BDC (2) 0,5p
Din (1) si (2) rezulta BDC = OEF ceea ce conduce la faptul ca
patrulaterul DCEEF este inscriptibil, deci EDF = ECF (3) 1,5p
Cum BCA = BDA , impreuni cu (3) di ADE = BCF 0,5p
B Reciproc. Avem ADE = BCF (4), cum BCA = BDA 3) 0,5p
[ 7 se ajunge la EC:'F = El:)F si rezulta ca CDEEF este inscriptibil
Prin urmare CDB = OEF 2p

( D Din BDC = BAC= OEF = BAD si asa rezultd EFIAB Ip
C

2. Demonstrati ca pentru orice n numéir natural are loc inegalitatea

\/n+\/n+...+\/n+«/;4w,

Ridicam la patrat fiecare membru al inegalitatii: Ip

n+\/n+ n+...+x/;él+2 1+jn+1+4n

N+an N+an 3p
n+\/n+--- n+«/;41+2n+2 1+4n,sau \/n+...+\/n+«/54#

Obs ca membrul drept ramane acelasi. Ridicam succesiv la patrat si ajungem la Ip
Jns Irvltan 12+4n o o itVItan ‘12+4n, inegalitate evidenta. Prin urmare relatia este adevarata. 2p

3. Fie a si n doua numere naturale nenule. Ariatati cd numarul

12n-1

x,(a)=1+a+a’+a’+...4+a"™" se divide prin (a+1)(a’ +1)(a®+a* +1).

Grupam céate patru terment : Ip
xn(a)z(1+a+a2 +a)+a‘(l+a+a* +a)+..+a”*(U+a+a’ +a’) = 2P
=(a+D)(@> +D)1+a* +a®+...+a™ ") =(a+1)(a’ +1)y, (a)

In y (a) grupam céte 3 termeni si avem: Ip
y,(@=1+a"+a® +a*(+a* +a®)+...+a"" P (1+a* +a*) = Ip
=(+a*+a® )1 +a"” +..+a""")=(1+a" +a’)z,(a) Ip

Deci x,(a)=(a+1)(a’ +1)(a® +a* +1)z,(a) ceea ce aratd ca

x,(a) este divizibil cu (a+1)(a’ +1)(a’ +a* +1). 1p



CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
"MATEMATICA DE DRAG"
EDITIA a V-a (19 - 21 noiembrie 2010)

CLASA alIXa
1. Schimbam x Tn —x In relatia data ... Ip
) f(1+x)+af (1-x)=(a+1)x*—2(a-1)x+2(a+1), pentru orice xe R.........1p
Inmultim relatia datd cu —a i 0 adundm cu (2)...........uveeiiieneeeiiieeeeeieeeeeeen, Ip
Obtinem
3) (1=a’) f(1+x)=(a+1)(1-a)x* +2(1-a)(1+a) x+2(1-a)(1+a) ............. Ip
Cum a #1, impartim (3) cu 1—a® sirezultdcd f(1+x)=x>+2x+2,Vxe R ... .... Ip
Inlocuind pe x cu X — 1A (4), «oeveneeee e, Ip
gasim £ (x)=(x=1) 4+ 2(x=1)F2= x>+ 1.oeiii oo Ip
2.Notdm a=x+2y,b=y+2z,c=z+2x siavem a+b+c=3(x+y+2) .ceeerrv.... Ip
4
Inegalitatea devine (1) a* +b* +c* > 3(a+§+cj ....................................... 1p
Se cunoaste inegalitatea 3(m2 +n’+ pz) >(mAm+p) o 2p
be) |
Punind m=a’,n=0* p=c* avem 3(a4 +b* +c4) > (a2 +b* +c2)2 > {(CH_ 3+C) }
2p
b 4
De unde a4+b4+c42M ........................................................... Ip
27
3. Avem MP = O D e Ip
o+1
=——(MB+BC+aMA+aAD)=
o+1
=———(BCH@AD) . .. oo 1
a+1( ) P
Analog Q—NzM .................................................................... Ip
a+1
——(@4+E+a@+aﬁ‘)=
o+1
= (AB+aDC) . ... oo 1
a+1( ) P
Acum putem scrie ‘MP‘ +‘QN‘ ‘BC + a'AD‘ +— ‘AB + aDC‘ ............... Ip
(‘BC‘+a‘AD‘+‘AB‘+a‘DC‘) ..................................................... 2p
a+1



CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
"MATEMATICA DE DRAG"
EDITIA a V-a (19 - 21 noiembrie 2010)

CLASA aXa
o e XY x4y
1. Demonstrdm prin inductie matematica ca (1) 5 > ( 5 j ,ne N Ip
Verificare pentru 71 =1 .. ..ot Ip
Presupunem (1) adevarata pentru n si o demonstram pentru n + 1, adica
xn+l + yn+1 (X'i‘ yj”H
2 | | e 1
2) 5 5 p
n+l n n n
Avem Eadu A P (i 'x+ygx+y e, Ip
2 2 2 2 2
n n n+l n+l
Acum demonstram ca Y x-|2- Y2 -|Z_ Y e Ip
Echivalent cu x"™ +x"y+xy" + y" <2x"" +2y""!
Sau (x"—y”)(x—y)ZO,eVidenté. ........................................................ Ip
1 2 n
+ + +
Acum, avem 1+(x ) +(x ) +..+MS1+2+22+...+2H=2" ........ Ip

xX+y xz+y2 ' x"+y"
2. Din Oe [-1;1], avem cd max ‘ax2+bx—1‘2‘a-02+b-0—1 =1,Va,beR ........ 1p

xe[-1:1]

Putem scrie max ‘ax2 +bx — 1‘ <1, adicd —1<ax* +bx—1<1, echivalent cu

xe[-1]
ax2+bx20,ax2+bx—2SO,Vxe[—1;1] ................................................... Ip
Pentru a e [0;1] ,inlocuind x=a,x=—a in ax’* +bx>0 < aa® +ba>0,
AOC —DOZ0 oo Ip
De unde & =0 si b apartine tuturor intervalelor [—aa; aa],ae [0;1] =b=0.......1p
Rezultd ax® —=2<0,Vxe [—L1]ceeriiii i Ip

Aceasta este Indeplinitd pentru cd a =0, iar pentru a >0 conditia devine

[—l;l]c{—\/g;\/g]adicé A e Ip
a \Na

Asadar, multimea cerutd este [0;2]X{0}. ....oooiiiiiiii 1p
3. Pentru p =2 avem 9 + 19 = 28, care nu este patrat perfect. ... ............... ... 0.5p
Pentru p >3 numerele prime pot fi de formele 4k +1,4k+3,ke N" ................ 0.5p
Dacd p=4k+1, atunci 3" +19(p-1) = 3-81" +4-19k = 3(mod4) ...oveeviiinnnnn Ip
Care ne aratd ca nu avem patrat Perfect ..........oooeviiiiiiiiiiiiiiiiiii e, 0.5p
Dacd p=4k+3, QLUNCE .....eiinttiiti e 0.5p
37 +19(p—1)=3-19(mod p) =—16(mod p), .ecevvuneiriiiiieiiiineeiiieeecn Ip
de unde p|n+16 ................................................................................ Ip
Dacd n=m?,me N', atunci p‘n2 A Ip
Cum p este de forma 4k +3, rezulta p|n si p|4, ceea ce este imposibil. ........... 0.5p

Asadar, pentru p prim nu existad patrate perfecte de formadata. ....................... 0.5p



CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
"MATEMATICA DE DRAG"
EDITIA a V-a (19 - 21 noiembrie 2010)

CLASA aXla

1. Se observica A, =B-C-D, unde
1 1 1 "0 0 a a 1

a

B=|a b ¢ |,C=|0 b" 0|, D=|b> b 1| cccoviiiiiiiiiiiiiiiinn... 3p
a b 0 0 (" & c 1

Cum det(A,)=det B-detC-detD $i .......uveiiuuinieiiiiiiieiiiiiieeeiiiiee e, Ip

det B=(D—=a)(c=a)(CmB) i Ip

et C = D € e Ip

det D=—(b=a)(c—a)(C=D) terrueeiriei e Ip

Rezulta cerinta problemei.

2 2
2. Aplicam x-;ySJx -;y S, Y 20 2p

AABC ascutitunghic implica sin 2A,sin 2B, sin 2C pozitive si avem

. . 2 . 2 .
a\/s1nZB+b\/sm2A<\/a sin2B+b sm2A:\/ﬁ

Sy =V28 1
2 2 P
. . 2Ssin Asin2B  2Ssin Bsin2A
Deoarece a’ sin 2B +b” sin 24 = 2> SINASRZD S SIS A _
sin BsinC sin AsinC
_ygsinAcosBsinBeosA _ csin(A+B) o 3p
sinC sinC
Scriem relatiile analoage si sumand obtinem inegalitatea data. ......................... Ip
3.Din x,,, —x, =a " >0 rezultd ca (x,) este Strict CreSCALOr. ............cccvvvneen. 0.5p
Fie lim x, = x, trecem la limita In relatia de recurenta si obtinem x=x+a"", de unde
X T 00 L e 0.5p
Avem lm—2 = lim—mt S0 e, Ip
nselnn ==In(n+1)-Inn
lim 7 lim—4 e Ip
ln(1+j ln(l+j
n n
. n+l-n

=lim— =lim — pea Ip

n—>o0 a n n—oo a +1 a n

) 1

=lim =lim e Ip

n—oo X, ta ax n—oo X, (aa _ 1)

b yea

=lim— = lim e e Ip

n—oo a“ _1 n—oo a} _1

1

s i tieiteeeeenetereaeeeetenaeeeeaaaeteeanetean et eteaaeeeeentaaeenateteeraeeeenneeeennraens Ip



CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
"MATEMATICA DE DRAG"
EDITIA a V-a (19 - 21 noiembrie 2010)

CLASA aXIla

LFie B=EA-AL,C=A—A0, . oo Ip
Avem BC=CB=A’—(A+ ) A+ A4 =0,, ccoiiiiiiiiiiiiiiiiii e, 2p
conform teoremei Cayley-Hamilton ..., Ip
Dar B—C =( A= A) L, ceeeeeiieeee e Ip
De unde (B-C)" =B*+C* =(4,-4)"1,, ceea ce conduce la egalitatea din
3 L0 1 2p
X 2x 3x 4x
2. Avem f(x)=1+e + 6e -:46 te
I+e™
e’ (1+e2)‘) e
=1+4 D 1
1+e* 1+e* P
Rezultd ca '|-f()c)a,’)c=)c+4l1 FOL, e 0.5p
e’ (l+ez”‘) &
Unde [, = dx si I, = dx
: I 1+e* C J'1+.e4"
Pentru a calcula [, punem e’ =1 ...t 0.5p
1
o (1+tz) (thj
st obtinem /, = j Tt =J- AE o, Ip
1+¢ 2 1
£+
t
1
ACUM, PUNCINL £ == = U oottt ettt ettt ettt ettt e et e e et e e e e e eaaeeenns Ip
t
. du 1 u
siobtinem /[, = | ———=——=arctg—=+C ....cociiiiiiiiiiii 0.5
5 5 1 '[M2+1 \/5 g\/i p
De unde 1 —Larctgl(ex —LJ+C' 0.5p
= 7 ] A .
Pentru a gisi [, punem €™ =y ........cocoeeiiiiieiiiieeiiiieeieeeiee 05D
C ¢ dy 1
si obtinem 7, =— =—arct@ Y+ C e 0.5
3 5 2 2J-1+y2 2 gy p
In final, avem If (x)dx=x+ Zﬁarctg%(ex —%j+3arctg EH+C 0.5p
e

3. Ridicam ambii membri la puterea n(n+1)(n+2) si  obtinem

(™ e

((n N 1) !)Zn(n+2)

n(n+1) 2n
2)!n! !
Notdm membrul / cu @(n) si avem ¢(n)=(%} (( n.l)'j (n)"....... Ip
n+1)! n+1)!



) ) e e
3" (n1)’
(n+1)"

Acum, prin inductie demonstrdm ca (1)

.3
Pentrun =1, avem ca Z<1 ................................................................... Ip
Presupunem (1) adevarata pentru n si s aratam ca are loc si pentru n + 1, adica
2
3 ((n+1)!)
(n + 2)2n+2

3 (n+1))" 3 ()’ ,(n+1j(n+1)” e 1p

(n+2)""  (n+1)" \n+2

Avem
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