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Barem de corectare
Clasa a Vll-a

Subiectul 1. Sa se determine X € N astfel ca M sa fie numar intreg.
242 —x

Rezolvare:

M:a,aezz>\/§: a+3 eQ =>x=2p* peN ............ 3p
242 —/x x 2a-1

a:3p+1:_3+ ! S/ Ip

2-p 2-p

P—2e{-7,—LL7} => pe{l.3,9} ..., 2p
Deci X €{2,18,162} ...t Ip

Subiectul 2. Sa se determine multimea:

2 2
A:{keNEIp,qu* astfel incat 36'°—+q=k}.
4pq
Rezolvare:

Daca (p,q)=d == p=dmsig=dn cu (mn)=1 ...................... (1p)
2 A2 2.2 2 2

_ 36d m2+d N _k <= .%m—+n:k <=>36m* + n*> =4kmn <=>
4d°mn 4mn

n* =m(4kn-36m) => m|n’

Dar (m,n)=1=>M=1 ... e, (2p)

Obtinem 36 +n° = 4kn <=> 36 =n(4k —n) => n|36
si N> =4(kn—9) => n numir par

Atunci n 6{2,4,6,12,18,36} .................................................................... (2p)
Dacan=2=>k=5eN Daca n=12 => k:%EN
9 52 g
Dacan:4=>k:E,€N Daca n=18 =>k=5eN
9 5 37
Daca n=6 => k=3eN Daca n=36 => k=7,€N

DeCt A= 3, e (2p)
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Subiectul 3.  Fie triunghiul ascutitunghic ABC si AD L BC, De(BC),

AD =BC si patratele CDEF, BDGH (dreapta BC separda A de E si G). Sa se
arate ca dreptele BF, CH si AD sunt concurente.

Rezolvare:
&
Construim CDST, BDRM patrate
ABCT = AADC (cc)
=> XTBC =<«xDAC
- T = BT LAC ... (2p)

AnalogCM L AB................ (1p)

4 E. => BT, AD si CM concurente .....(2p)
(inaltimile intr-un triunghi sunt

5 . - concurente)
=> BF, AD si CH concurente

H © (din motive de simetrie) ............ (2p)
E F

Subiectul 4. Fie M, ={AABC|AB,BCeN* AC=n,neN* si AB=CD},
unde D este piciorul bisectoarei unghiului BAC.
a) Sa se arate cd M, # I ;
b) Sa se determine triunghiul din multimea M, care are perimetrul maxim;
c) Sasearate cd M, =
Rezolvare:

a) Notam AB = X. Deci = B—)I(D (teorema bisectoarei) .........ccceeeevennnn. (2p)
x+2009 _BC 4 inde x(x+2009)=2009BC (*)

2009 X
Obtinem 41| X $1 X =418, @21 ..ccocicciieiieeiieieeceeeeecee et (1p)
Inlocuind in (*) se obtine a-41(a+49)=49BC (**), de unde 7|a
Deci a=7b, b>1 si din (**) se obtine 41b(b+7)=BC ....c.ccverrverrerrnnn. (1p)

AC=41-49; AB=41-7b

Din inegalitatea triunghiulara obtinem b € {3,4,5,6}

DECT M 550 Z D i (1p)
b) Perimetrul maxim se obtine pentru D==06..........c.ccoeeviieiieniiiiieereecie e, (1p)

c¢) Procedand analog cu inegalitatea triunghiulard se ajunge la o contradictie
DECT M 1 = s (Ip)
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Barem de corectare
Clasa a Vlll-a

y Z

. - 9 . X ) )
Subiectul 1. a) Sa se arate ca ecuatia + + =0 are o infinitate
X+y Y+ Z+X

de solutii intregi;
b) Sa se arate cad orice solutie a ecuatiei date este soutie si a

L.y z X
ecuatiel + + =3.
X+y Yy+Z Z+X
Rezolvare:
a) X=0,y=-2Z,Z2€ Z* este SOIULIC ....eeerrrireeriiiieeciie e (3p)

< . . X
b)Daca (X,,Y,,Z,) este solutie a ecuatiei date => oo
Xo+ Yo Yot+Z, Z,+X,

X0+y0—y0+yO+ZO—ZO+ZO+X0—X0:O

<=>
X0+y0 yO+ZO Z0+X0
z X
S PR NS DR S DR Y ) S p)
X0+y0 yO+ZO Z0+X0
< Yo + Zo + % 3
X0+y0 yO+ZO Z0+XO
. ..y z X
=> (X,,Y,,Z,) este solutie a ecuatiel + + =3 e, (2p)

X+y Yy+z Z+X

Subiectul 2. a) Sa se arate cd numarul x=3n-10"—-4"+1 se divide cu 9,
oricare ar fi n numar natural;
b) Daca neN, sd se determine partea intreagd a numarului

Jn2—n+vJnP+n+Jn*+3n+2.

Rezolvare:

a) 3n-10" =3N(9+1)" =My 43N o (1p)
3n-10"—4"+1=M, =3(4"" +4" 2 + 44 +1=N) oo (2p)
4% —1 se divide cu 3

Deci X 8 diVIAE CU D ..oviiiiiiiccee e e (1p)
b)n+%<«/n(n+l)<n+%,VneN* ........................................................... (1p)

Deci n—1+§<«/n(n—1)<n—l+%
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n+§<«/n(n+1)<n+%

n+1+§<\/(n+1)(n+2)<n+1+%

=> 3n+1+%<\/n2—n+\/n2+n+\/n2+3n+2<3n+1+%

[\/nz—n+x/n2+n+\/n2+3n+2]:3n+l,VneN*—{l} ........................ (1p)

n:0:>[\/§]:1, n:1:>[\/§+\/3]:3 ................................................. (1p)

Subiectul 3. Fie numerele naturale a, b, ¢, n astfel incit a<b<c<n sin

numir prim. Aritati ¢ numerele a*, b*, ¢* nu pot da acelasi rest la Impirtirea
2

cu n-.

Rezolvare:

Presupunem ci a*, b*, ¢* dau acelasi rest la impartirea cu n’

Daca a=0 atunci N|b, fals. Deci @ = 0...c.ccceevvreevieieieeeeeeeeeeeeeeeeeevee (1p)
N2 1DY =@ ST N7 CY =@ s (1p)
n’|b* —a* implicd N* [ (D* +@*)(D+a)D =) ceoveveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeea, (1p)
b—a<n implicd n[b—a.Deci N*[(D> +@°) (D +8) cceeeurveucreerrcriciiecanee. (1p)

Daci n|a+b si n|a’+b’ atunci n|(a+b)* si n|(a+b)’—a>—b’ adica
n|2ab,deunde njasau N|D, fals ..o (1p)
n’}a+b pentruca n’>2n>a+b

Dacia n*|a’>+b* din a<b<n rezultd @>+b> =N’ ..o, (1p)
Analog se obtine a° +¢* =n’
Obtinem b =c in contradictie Cu IPOLEZA .......ccvevvreieeieeeieieeieeie e (1p)

Subiectul 4.  Pe planul patratului ABCD, cu latura de 3, de aceeasi parte a
planului, in punctele B, C si D se ridicd perpendicularele BB, =2, CC, =8 si
DD, =4.

a) Sa se determine pe perpendiculara in A pe planul patratului, punctul A,
astfel incat punctele A, B,, C, s1 D, sa fie coplanare;

b) Sa se determine distanta de la punctul O la intersectia planelor (ABC) si
(ABC,), unde {O}=ACNBD.
Rezolvare:
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a) Daca A, B, C, si D, ar fi in acelasi semispatiu fatd de planul patratului, ar
DD, + BB,  AA +CC, s 4+2 8+ AA

trebui sd avem = <=> =-2...02

5 5 5 5 AA (2p)
Deci, A se afld in semispatiul opus in care se afld punctele B, C, si D, si
AA =2 e (1p)

b) Fie OO, perpendiculara pe dreapta de intersectie a planelor (ABC) si
(ABC), {B,}=C,B,nCB si {D,} =C,D,nCD =>
Din ACC,B,, BB, =1 sidin ACC,D,, DD, =3

=> B,D, = V42 467 =213 oo (2p)




Concursul de matematica "UNIREA", Editia a X-a
Focsani, 29 ianuarie 2010

Clasa a IX-a

Subiectul 1. Fie a si n numere naturale nenule, astfel incat a < v/2n. Sa se

2
n
arate ca numaérul [2} este patrat perfect daca si numai daca n se divide
a
cu a.
n2
Solutie. Dacd n = ak, cu k natural, atunci [2] =k (1p)
a

Reciproc, sa presupunem ca n nu se divide cu a. Fien = aq+r,cu0 < r < a.
Atunci

2 2
n 2aqr +r
Dege 2
a a
Dar
2aqr + r* < 2a%q + o2,
deci

2aqr + r2
%<2q+1.
a

Pe de altd parte, dacd 2aqr+r2 < a?, atunci 2aqr+r? < 2n—1 = 2aq+2r—1,
contradictie, deci

2

2aqr +r -

a? -

Deducem ca )

n
q2+1§¥<(q+1)2,

Subiectul 2. Functia f : R — R are proprietatea

f@)+fle+y) e *)

pentru orice x € R si orice y > 0. S se arate cd f (z) € Q, pentru orice
z eR.
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Solutie. Fie y > 0 si functiile g, h : R — R,

g(@)=f@)+fz+y),
h(z)=f(z)+ f(z+2y).

Din ipotezi rezultd cd g (z), h (z) € Q, pentru orice z € R. Dar

fa)=5(g@) +h(z)—g(=+y),

N | =

deci f(x) € Q, pentru orice € R. ... (7p)

Subiectul 3. Fie ABC un triunghi. Pe laturile BC,CA si AB consideram
punctele A’, B’ si C' astfel incat segmentele AA’, BB’ si CC’ sunt con-
curente in punctul M.

a) S& se demonstreze relatia lui Van Aubel:

AM _ AB' | AC
MA' T BC OB

b) Stiind cd
AM BM CM
MA" MB' MC'

= 2010,

sa se calculeze
AM BM CM

MA’ + MB’ + MC

Solutie. a) Demonstratia sinteticd sau vectoriald..................... (3p)
b) Folosind a) si teorema lui Ceva avem

AM BM CM AM  BM CM

MA M o 2T ma T e

Subiectul 4. Fie triunghiul ascutitunghic ABC' cu centrul de greutate G. Con-
sider8m o dreaptd d care trece prin G si intersecteazd segmentele (AB) si
(AC) in punctele M gi, respectiv, N. Fie O intersectia segmentelor [BN]
si [CM]. Ardtati cd expresia

2[AMN] + [BOC] — [MON]

este constantd, adicd nu depinde de alegerea dreptei d. (Prin [XY Z] am
notat aria triunghiului XY 7).

Solutie. Fie D mijlocul laturii BC si A’, B’,C’, D’ proiectiile punctelor
A, B,C, D pe dreapta d. Atunci avem AA’ =2DD’ = BB’ + CC’, de unde

[AMN] = [BMN] + [CMN],



de unde

2[AMN] + [BOC] — [MON]
= [AMN] + [BMN] 4 [CMN] + [BOC] — [MON]
= [ABC].



Concursul de matematica "UNIREA", Editia a X-a
Focsani, 29 ianuarie 2010

Clasa a X-a

Subiectul 1. Fie n un numar natural nenul. Se noteaza cu a,, numéirul sub-
multimilor nevide ale multimii {1,2,...,n} care nu contin numere conse-
cutive. S& se arate ci

Ap4+2 = Ap+1 + a, + ]-7
pentru orice n € N*.

Solutie. O analiza simpla ne arata ca a; = 1, ag = 2, ag = 4. S& consideram
cele a,, 1o submultimi ale multimii {1,2,...,n + 1,n + 2} care nu contin numere
consecutive. Submultimile care contin numé&rul n + 2 nu contin n + 1, deci
sunt submultimi (incluzdnd submultimea vida) ale multimii {1,2,...,n} care
nu contin numere consecutive, prin urmare numérul lor este a,, + 1. ...... (4p)

Submultimile care nu contin numarul n+ 2 sunt, evident, in numar de a,1.
De aici concluzia. ... (3p)

Subiectul 2. Fie a,b,c,d € C* afixele varfurilor patrulaterului convex ABCD.
Stiind c&
a) ac = ac, bd = bd;
b)a+b+c+d=0,
ardtati cd ABCD este paralelogram.

Solutie. Conditia a¢ = ac se scrie

a _ [ay
c (c)’
deci 2 € R. Aceasta inseamna ca punctele A,C si O (originea sistemului de
axe) sunt coliniare. Similar, B, D, O sunt coliniare, deci O este intersectia dia-
gonalelor patrulaterului ABCD...... ..o (3p)
Dar atunci suma OA + OC are directia diagonalei AC, iar suma OB + OD
directia diagonalei BD. Nu putem avea

OA+0C+0B+0D =0

decat daci OA + OC = OB + OD = 0. De aici rezultd ci O e mijlocul fiecirei
diagonale, deci ABCD este paralelogram. ................coooiiiiiiia.... (4p)

Subiectul 3. Functia f : Z — Z verifica relatia

flat+y)+flay)=f@)+ )+ f)fy), (*)

pentru orice z,y € Z.
a) Aritati ca f (1) € {-1,0,1}.
b) Determinati toate functiile care verifica relatia (*).



Solutie. a) Pentru 2 = y = 0 obtinem f(0) = 0. Pentru x = 1, y = —1
obtinem

FO A+ (1)) =0,

deci f(1) = 0 sau f(—1) = —1. S& presupunem c& f (1) # 0. Pentru z = 2,
y = —1 rezulta

fFA)+f(=2)=-1,
iar pentruz = -2,y =1

f(=2)(1=f(1)=0.

Din ultimele doua relatii deducem

1+ (1)1 -f(1)=0,
deci f (1) =1sau f(1) = —1.
b) Pentru y = 1, relatia (*) devine

fla+l) =)+ f(x) f1),

pentru orice x € Z.
Cazul 1. Daci f(1) = —1, relatia se scrie

si obtinem imediat prin inductie ca

_ 0, daca x e par
f ()= { —1, daci z e impar

Cazul 2. Daci f (1) =0, avem evident f (z) = 0, pentru orice = € Z.
Cazul 3. Daci f (1) = 1, obtinem

fle+) =1+ f(z),

i deducem inductiv c¢& f (x) = z, pentru orice z € Z.
Toate cele trei solutii verifici conditia (*).

Subiectul 4. Fie ABC un triunghi ascutitunghic gsi £ € R, 0 < k < % Pe
laturile BC, CA, AB se considerd punctele D, E, F, astfel incat BD =
kBC, CE = kCA, AF = kAB. Si se stabileasci dacd urmitoarele doui
conditii sunt echivalente:

(1) Triunghiul ABC este asemenea cu triunghiul DEF;

(2) Triunghiul ABC este echilateral.



Solutie sintetica: Cercurile circumscrise triunghiurilor AFE, BDF, CED au un

PUNCE COMUN P ..ooiiiiiiiiiiiie e e e e e e e (2p)
Se constatd «KKBPC =<xBAC + <XEDF ..., (1p)
Cu aceasta se expliciteaza conditia (1) prin: P coincide cu centrul O al cercului
circumscris triunghiului ABC ..........ooiieeeeeeee e (2p)

Se considera si mijloacele A’, B’, C’ ale laturilor BC, CA, AB.
Acum conciclicitdtile declarate revin la asemanarile triunghiurilor dreptunghice
DOA’, EOB’, FOC"’.

Cum OA'=RcosA, 2DA'=a(1=2K) .ooiiiiii e (1p)
Aceste conditii revin prin  CtgA=ctgB =ctgC la: triunghiul ABC este
echilateral ...... ..o (1p)

Solutie cu numere complexe:

Fie a, b, ... afixele punctelor A, B, ...

Avem d =kb+(1-k)c,e=kc+(1-k)a, f =ka+(1-k)b

Conditia de asemanare a triunghiurilor ABC si DEF este a-b = (;j _(: ...... (2p)
a—cC_ -

Efectuand calculele, obtinem (2k —1)(a> +b* +c¢* —ab—ac—bc)=0 .......... (3p)

CONCIUZIA ..ottt et e e e e aaee e aeeas (2p)
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Solutii si barem — clasa a XI-a

1. a) Se verifica, folosind proprietatile determinantilor.................... 3p
b) Problema se reduce la faptul ca determinantul Vandermonde V (a1, ..., ay,)
este divizibil cu 11-21- .. .- (n— 1)l oo 2p
Inlocuind, eventual, a; cu a; + ¢, ¢ > mini<j<(—a;), putem presupune a; > 0. In
1 ... 1
1 1
acest caz, V(ai,az,...,a,) =1121...(n—1)! Cor oo G| 2p
cp=to.. copt
2. a) Se verifica prin calcul direct ......... ... i 1p
b) Se stie ci tr(AB) = tr(BA) si ca tr(AB)? =tr(BA)?................... 4p
Din a), tr(AB) = a + d si tr(AB)? = a® + d* + 2bc deducem concluzia. ... ... 2p
3. a) Rezultd imediat, cu lema Stolz — Cesaro ..............coooviiiiii... 3p
}L)) Din £5— ng e o L 1p
Er_ Hit
S 2 e L 2p
rezulta ca limita ceruta este L......... oo 1p

4. a) Din ipoteza reiese | f(x)| < |f(0)|+|g(x)|+]|g(0)|, deci f este marginita pe
o vecinatate V alui co. Fie h(z) = sup;s,, f(t) pentrux € V; h este descrescatoare
si marginitd, deci imy oo h(2) =1 € R ...t 2p
Aratam ca lim, o f(z) = L. Intr-adevir, daci limg_ oo g(z) = L si e > 0, atunci
pentru o vecindtate U a lui co avem |g(z) — L| < 3¢, deci |g(z) — g(y)| < Z¢, de
unde [f(2) — 1) € 26 < e i 3p



Solutii si barem — clasa a XII-a

1. a) Avem z3y3 = :nyya:y, deci 229? = (yx)2 Vo, y € G ..., 1p
Rezulta oy = (22)2(y?)? = (y222)? = (zy)* . oo 2p
Obtinem astfel 23y® = (yx)3, de unde, conform 1poteze1 TY =YL eeennnnn.. 1p

b) Din cele de mai sus si din conditia de morfism, 23y® = (yx)? = 3323; folosind
ipoteza deducem tz = 2t,Vt,2 € G .ot 2p

c¢) Un exemplu este grupul diedral Dy, grup in care 2* = 2,Vox € Dy ... ... 2p

2. Pentru X € G avem XS = > 4. XA =) pco B =S, deoarece functia
A+ X A este bijectivi; prin adunare, deducem S? = kS .................... 3p
Rezultd (S — kI,)? = —kS + k%I, = —k(S — kI,,), de unde obtinem inductiv,
(S —EL)P = (—k)P7US — kL) oot 2p
Pe de alta parte, daca valorile proprii ale matricei S sunt Aq,...,\,, atunci va-
lorile proprii ale matricei S? sunt A2, ..., A2, de unde max |\;|> < kmax|);|, deci

max || < k. Cumt =nk = > \;, reiese ca \; = k, Vi, deci polinomul caracteristic
al matricei S este (X — k). Deducem astfel ca (S — kI,)" = O,, = (=k)""1(S —

k), de unde concluzia ........... ..o 2p
1

3. fo ()dx—nfo Y)Y e 2p

Limita sgirului dat conduce la L= hm Sl fdy 1p

Folosind I'Hopital si definitia derivatei, L = 11 f( ) = f’ () P 4p

—0 2z

4. |F(z)| < [F(0)| 4| [ f&)dt] < |F(0 |+f0 t21+1dt <|IFO)|+5........ 2p

Fie g(z) = sup F(t); g este descrescatoare si marginita, deci exista si este finita
t>x

limita lim g(z) =1 ..o 2p

T—r00 R

Aratam ca lim F(z) = [. Intr-adevar, daca ¢ > 0, atunci pentru o vecinatate U

Tr—00

a lui oo avem |arctgz — Z| < 3¢, deci |F(z) — F(y)| < |arctgz — arctg y| < 2, de
unde [F(z) — 1| <2 <e,VZ €U ..ot 3p



