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CLASA a IX-a

Problema 1. O dreapta care trece prin centrul I al cercului inscris unui

triunghi ABC' taie laturile AB si AC in P, respectiv . Notam BC = a,

. PB QC
AC—b,AB—C§1ﬂ—p,@—q.

— — —
(1) Aratati ca a(l1+4p)IP = (a —pb)IB — cpIC.
(ii) Aratati cd a = bp + cq.
(iii) Aratati ci daca a? = 4bcpg, atunci dreptele AI, BQ si CP sunt

concurente.

Problema 2. Se considera sirul (z,),>0 dat prin =, = 2" —n, n € N.
Determinati toate numerele naturale p pentru care

Sp=20F+T1r+x2+ -+ Tp

este o putere cu exponent natural a lui 2.
Gazeta Matematica

Problema 3. Fie x un numar real. Aratati ca x este numar intreg daca
si numai daca relatia

n (2] + [na])

[z] + [22] 4 [3z] + - - - + [nz] = y

are loc pentru orice n € N*.
Prin [a] s-a notat partea intreagd a numdrului real a.

Problema 4. Determinati toate functiile f : N* — N* cu proprietatea
fn)+ f(n+1)+ f(f(n)) = 3n+ 1, pentru orice n € N*.

Timp de lucru 8 ore. Se acordad in plus 30 de minute pentru intrebari.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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CLASA A IX-A
SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Problema 1. O dreapta care trece prin centrul I al cercului inscris unui
triunghi ABC taie laturile AB si AC in P, respectiv (). Notam BC = a,

. PB QC
AC =b, AB=csi m—p,@—q.
— — —
(i) Aratati ca a(l1+4p)IP = (a —pb)IB — cpIC.

(ii) Aratati cd a = bp + cq.

(iii) Aritati ci dacid a? = 4bcpg, atunci dreptele AI, BQ si CP sunt
concurente.
Solutie.
— — — — — — —
(i) Avem (p+ 1)IP = IB + plA si alA+ bIB + ¢IC = 0, de unde
rezulta concluzia ............ i 3 puncte

— — —
(ii) Analog cu (i), a(1+¢)IQ = (a—cq)IC —bgl B. Cum punctele P, I, Q)
sunt coliniare, reiese (a — pb)(a — ¢q) = bepg, de unde concluzia .2 puncte

(iii) Din (ii), prin ridicare la patrat, rezulta a® > 4bcpq, cu egalitate
daca si numai daca bp =Cq ...t 1 punct
- PB QA DC 10

In acest caz, daca {D} = AINBC, atunci — - — - — =p-—-—- =1
Z7 { } Y PA QC _DB p q c 9
de unde, conform reciprocei teoremei lui Ceva, reiese cerinta 1 punct

Problema 2. Se considera sirul (z,),>0 dat prin z,, = 2" —n, n € N.
Determinati toate numerele naturale p pentru care

Sp=xo+T1+T2+ -+ Tp

este o putere cu exponent natural a lui 2.
Gazeta Matematica

1
Solutie. s, = 2PT1 — plp+1) 1 2 puncte
Aritam cad 2P < s, < 2Pl pentrup >3 ..o, 2 puncte
Aceasta rezulta deoarece, prin inductie, p(p;— ) + 1 < 2P pentru orice
p>3(pentrup =3 avem 7 < 8) ....ouiiiiiiiii i 2 puncte

Observam ci sg = 1 = 20, 51 = 2 = 21, sy = 4 = 22, deci raspunsul este
PE{0, L, 2 1 punct
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Problema 3. Fie 2 un numar real. Aratati ca x este numar intreg daca
si numai daca relatia

n ([z] + [nx])

[z] 4 [22] + [32] + -+ + [nx] = .

are loc pentru orice n € N*,
Prin [a] s-a notat partea intreagd a numarului real a.

Solutie. Daca x € Z, relatia rezulta imediat, deoarece [kz] = k[z], pentru
orice k€ N¥ L 1 punct
Pentru demonstrarea reciprocei, observam ca ipoteza implica

n ([z] + [nz]) +2[(n + 1)z] = (n + 1) ([z] + [(n + 1)x])
Notand ¢t = {z}, aceasta revine la (n — 1)[(n + 1)t] = n[nt] — ¢ ..1 punct
In cazul t # 0, alegand n € N* astfel incat 1/(n+1) <t < 1/n, obtinem
contradictia n — 1 = —t, deci presupunerea t # 0 este falsa ..... 2 puncte
Problema 4. Determinati toate functiile f : N* — N* cu proprietatea
fn)+ f(n+1)+ f(f(n)) =3n+ 1, pentru orice n € N*.
Solutie. Din f(1) + f(2) + f(f(1)) = 4 reiese ca f(1) € {1,2} 2 puncte
Daca f(1) =1, atunci f(2) = 2 i, prin inductie,

f(n) = n, pentru orice n € N*

................................................................ 2 puncte
Daca f(1) =2, atunci f(2) =1 si, prin inductie,
n + 1, daca n este impar
f(n) = )
n — 1, daca n este par
................................................................ 2 puncte
Verificarea ca solutiile gasite indeplinesc cerinta ............ 1 punct
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