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CLASA a X-a

Problema 1. Demonstrati urmatoarele egalitati de multimi

(1) {z € R | logy[z] = [logyx]} = LGJN [2m, 2™ +1).

(ii) {reR |20k =271} = LEJN [m, logy (2™ +1)).

Prin [a] s-a notat partea intreagd a numdrului real a.

Problema 2. Fie a € [-2,00), r € [0,00) si numarul natural n > 1.
Aratati ca
P a1 > (1—r)™

Gazeta Matematica

Problema 3. Determinati functiile f : N — N cu proprietatea

B3f(f(f(m)+2f(f(n))+ f(n)=6n, pentru orice n € N.

1
Problema 4. Fie sirul a, = |2 + —|, n > 1, unde z € C* este dat.
z

(i) Demonstrati ca daca a; > 2, atunci

an + Ap+2

5 , pentru orice n € N*.

an41 <

(ii) Demonstrati ca daca exista k € N* astfel incat a, < 2, atunci a; < 2.

Timp de lucru 8 ore. Se acorda in plus 30 de minute pentru intrebari.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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CLASA A X-A
SOLUTII ST BAREME ORIENTATIVE

Problema 1. Demonstrati urmatoarele egalitati de multimi

(1) {z e R | log, [z] = [logy 2]} = LEJN 27, 2™ +1).

(ii) {x eR |2 = [2“3]} = LEJN [m, logy (2™ +1)).

Prin [a] s-a notat partea intreagd a numdarului real a.

Solutie.

(i) Daci [logy ¥] = m, atunci 2™ <z < 2mHL L 1 punct
Din log, [z] = m, rezulta [z] = 2™, apoi 2™ < x < 2™ 41 ...1 punct
Pentruxz € (J [2™, 2™+ 1), avem [log, x| = log, [x] =m ..1 punct

meN
(ii) Daca [27] =t € N, atunci logyt <z <logy (t+1)....... 1 punct
Din 2 = ¢, rezultd [z] = logyt = m € N, apoi rezultd si m < z <
10go (27 4 1) ot 2 puncte
Reciproc, pentru z € |J [m, 2™ +1), avem [2%] = 2%l = m 1 punct

meN

Problema 2. Fie a € [-2,00), 7 € [0,00) si numarul natural n > 1.
Aratati ca
P far™ 41> (1—r)*".

Gazeta Matematica

Solutie.

Prin impértire cu 2", se obtine o inegalitate similara in 1/r; se poate
deci presupune ca r € (0,1) (cazul r = 0 este trivial) ........... 2 puncte

P2 gt 41> 2 1= (1 =) 2 puncte

deci este suficient sd ardtam cd 1 —r" > (1 —7r)", .......... 1 punct

dar "+ (1—r)"<r+(1—=r)=1 ..o, 2 puncte

Problema 3. Determinati functiile f : N — N cu proprietatea

3f(f(f(n)+2f(f(n))+ f(n)=6n, pentru orice n € N.

Solutie.
Functia f este injectiva ... 1 punct
Pentru n = 0, obtinem
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3f(f(f(0)+2f(f(0))+ f(0)=0,deci f(0)=0......... 1 punct
Presupunem f(0) =0, f(1)=1,..., f(n)=n ............. 1 punct
Din injectivitate, f (n+ 1) >n—+1 ..o, 1 punct
sif(fn+1)>n+1L, fFF+1))>n+1 ... 1 punct
dar3f (f(f(n+1)+2f(f(n+1)+f(n+1)=6n+6 ..1 punct
Finalizare, f (n) =n, oricare ar fin ........................ 1 punct
Problema 4. Fie girul a,, = |2" + zi" ,n>1, unde z € C* este dat.

(i) Demonstrati ca daca a; > 2, atunci

Qp + Qpy2

5 , pentru orice n € N*.

Ap+1 <

(ii) Demonstrati ca daca exista k € N* astfel incat ap < 2, atunci a; < 2.

Solutie.

()2|z”+1+zn+1‘<|z+1‘ |2+ S| 1 punct

="+ L+ | < |+ & ‘+|z"+2+zn+2| ...... 2 puncte

(ii) Presupunem prin absurd a; > 2 Conform cu (i), sirul a,1 — ay
este strict crescator ............o i 1 punct

Upt1 — QAp > A2 — a1 = ‘z —|— {z + 1‘ ................... 1 punct

‘z + = ‘ >‘z+1| deoarece 2|z+1|<|z+1| —|z + Lol <
{z+1{+2<{z+ { .............................. 1punct

Sirul a,, este strict crescator, deci ar > a1 > 2, contradictie .1 punct
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