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CLASA a XI-a

Problema 1. Aritati ca orice functie continud f : R — R de forma

arx + by, pentru z <1
flz) =
asx + by, pentru xz > 1

unde aq, as, b1, by € R, poate fi scrisa sub forma
f(z) = mix + ny + e|max + na|, pentru z € R,

unde my, mg,ny,ng € R, iar ¢ € {—1,+1}.

Problema 2. Se considerd matricele A, B € M3(C) cu A = —A,
B = 'B. Aratati ca daca functia polinomials definits prin

f(z) = det(A+ zB)

are o radacina multipla, atunci det(A + B) = det B.
Prin 'X s-a notat transpusa matricei X.

Problema 3. Fie f : R — R strict crescatoare astfel incat f o f este
continua. Aratati ca f este continua.

Gazeta Matematica

Problema 4. Demonstrati ca exista siruri (an)n>0 cu a, € {—1,+1}
pentru orice n € N, astfel incat

lim (Vntar+vntat-+Vntan—nvntag) =g

Timp de lucru 8 ore. Se acorda in plus 30 de minute pentru intrebari.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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CLASA A XI-A
SOLUTII ST BAREME ORIENTATIVE

Problema 1. Aritati ca orice functie continué de forma

fz) = a1x + by, pentru z <1
" \asx + by, pentru x > 1

unde a1, a2, b1,bs € R, poate fi scrisd sub forma
f(z) = mix 4+ ny + e|max + ng|, pentru z € R,
unde my, mg,ny,ng € R, iar e € {—1,+1}.

Solutie. Continuitatea se reduce la cea in punctul x = 1, de unde
A1+ b1 = a0+ bo e 1 punct

Pentru a; = as rezulta by = by si putem lua m; = a1 = az, n1 = by = b,
me = no = 0, ¢ = £1. Altfel, rezulta ca expresia de sub modul trebuie sa

se anuleze In x =1, deci maz +ng =A(x —1) ..., 1 punct
Prin explicitarea modulului si identificarea ramurilor pentru z < 1 si
respectiv x > 1, deducem egalitatile m; — ¢|A| = ay, n1 + ¢|4| = by, si
mip+elAl=ag, n—elAl=ba ... 2 puncte
a1 +a b1+ b
Deducem mq = 1+ 2, ny = 1t 2, si 2e|A| = ag — a1 = by — by, unde
€ se alege +1 sau —1 dupa cum expresia din dreapta este pozitiva, respectiv
ATV o ai — as az — ay .
negativa. In fine, luam mo = 5 M2 = , deci
a1+ a by +0b . a;—a as —a
f(z) = 12 20+ 12 2 + sign(ag — ar) 12 2y 22 !

Conditia de continuitate asigura compatibilitatea solutiei ....... 3 puncte

Problema 2. Se considerd matricele A, B € M3(C) cu A = —A,
B = 'B. Aritati ci daci functia polinomiald definitd prin

f(z) =det(A+zB)

are o radacina dubla, atunci det(A + B) = det B.
Prin 'X s-a notat transpusa matricei X.

Solutie. f este un polinom de grad cel mult trei cu coeficienti complecsi

Avem f(z) = det!(A4+zB) = det(—A+xB) = —det(A—2B) = — f(—x)
pentru orice x € C, deci f este functie impara .................. 2 puncte
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Avem si f(z) = (det B)z® +az? +br +det A, .............. 1 punct
iar cum f este impari, rezultd cd a = det A = 0, deci f(z) = (det B)z3 + bz

............................................................. 1 punct

Deoarece o radicind este dubla rezultd b = 0. Deci f(z) = (det B)z?,
prin urmare f(1) = det B, si atunci det(A+ B) =detB ........ 2 puncte

Problema 3. Fie f : R — R strict crescatoare astfel incat f o f este
continua. Aratati ca f este continua.
Gazeta Matematica

Solutie. Cum f este monotona, limitele laterale in fiecare punct exista si
sunt finite. Notam cu f(zo—), respectiv f(zo+), limita la stanga, respectiv

la dreapta, a lui f in punctul g ..., 1 punct
Cum f este crescatoare, in orice punct xg € R avem f(zo—) < f(zo) si
din monotonia lui f avem si f(f(zo—)) < f(f(z0)) «ovvvvvrnnt. 1 punct

Pe de alta parte, f(z) < f(zo—) pentru x < xg, deci si inegalitatea
f(f(x)) < f(f(xo—)), pentru x < zg, si deoarece f o f este continua

lim f(f(z)) = f(f(x0)),

T—T0
r<zxo

de unde la limita deducem f(f(xo)) < f(f(zo—)) «vvrvvvverenent. 2 puncte

Rezulta f(f(xo)) = f(f(zo—)). Cum f e strict monotona (deci injectiva)

rezulta f(xo) = f(zo—), adica f este continud la stanga ........ 2 puncte

Analog (sau simultan) se trateaza continuitatea la dreapta ..1 punct

Problema 4. Demonstrati cd exista siruri (an)n>0 cu a, € {—1,+1}
pentru orice n € N, astfel incat

1
lim (VAT ar+ VT ay oo+ Vit a, —nvitag) = 5.

Solutie. Evident, trebuie sa alegem ag = —1. Pentru fiecare n € N*
sa notam cu k,, numarul de termeni egali cu +1 din secventa aj,as, ..., ay,

1
restul fiind egali cu —1. Sirul a carui limita o cautam a fi 3 fie el notat x,,

devine

Tp = kpvn+1—k,vn — 1.

................................................................ 1 punct
Prin rationalizare, avem
ky
_ 2ky, B 2
n = =
R N R
................................................................ 1 punct

k. 1
Ramane s construim sirul (a,),>1 astfel ca lim —= = 3 ..1 punct
- n—oo 1/N
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Sa alegem a, = +1 daci si numai daca n = (2m)?, cu m € N*. Prin
urmare (2k,)? < n < (2(k, +1))2. De aici rezulti

ceea ce asigura conditia din limita de maisus .................. 4 puncte

Observatie. Se vor acorda pana la 3 puncte pentru constructia unor
subsiruri ale lui z,, ce satisfac conditia.

Remarca. La fel se demonstreazi ci pentru orice £ € R exista un sir
(an)n>0 astfel incat lim z,, = ¢. Presupunem mai intai 0 < ¢ < 400 si ludm
- n—oo

ag = —1, ca mai sus.
k
Pentru a construi sirul (a,),>1 astfel ca lim — =/, alegem a, = +1
- n—oo 1/MN
mA 2
daca si numai dacd n = <N + 7) ,cum € N* gi N fixat, suficient

de mare pentru ca aceste valori sa fie distincte. Atunci, pentru n — oo,
obtinem rezultatul dorit in limita de mai sus.

Pentru ¢ = 0 putem lua toti a, egali; pentru ¢ = +oc putem lua ag = —1
si toti a,, = +1 pentrun > 1 (si, similar, pentru £ = —oo putem lua ag = +1
si toti a, = —1 pentru n > 1). In fine, pentru —oco < ¢ < 0, ludm ag = +1

si procedam exact ca mai sus.
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