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CLASA a XII-a

Problema 1. Fie S suma elementelor inversabile ale unui inel finit.
Aratati ca S? = S sau S? = 0.

Problema 2. Fie G un grup cu proprietatea ca daca a,b € G si
a’b = ba?, atunci ab = ba.

(i) Daca G are 2" elemente, aratati ca G este abelian.
(ii) Dati un exemplu de grup neabelian care are proprietatea din enunt.

Gazeta Matematica

Problema 3. Fie a < ¢ < b trei numere reale si f : [a,b] — R o functie
continua in c. Aratati ca daca f are primitive pe fiecare dintre intervalele
[a,c) si (c,b], atunci f are primitive pe intervalul [a, b].

Problema 4. Fie f:[0,1] — R o functie derivabila, astfel incat
1

£(0) = f(1), / f(x)dz =0si f'(x) # 1, oricare ar fi z € [0, 1].
0

(i) Demonstrati ca functia g : [0,1] — R data prin g(z) = f(x) — = este
strict descrescatoare.

(ii) Aratati ca pentru orice numar intreg n > 1 avem

> ()

k=0

Timp de lucru 8 ore. Se acordad in plus 30 de minute pentru intrebari.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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CLASA A XII-A
SOLUTII ST BAREME ORIENTATIVE

Problema 1. Fie S suma elementelor inversabile ale unui inel finit.
Aratati ca S? = S sau S? = 0.

Solutie. Daca 1+ 1 # 0, atunci « # —z, oricare ar fi  inversabil, deci
S = 0 (suma elementelor inversabile este 0 pe perechile (z, —z)).

In caz contrar, observam ca xS = S, oricare ar fi z inversabil. Prin sumare
rezultd S? = kS, unde k este numarul elementelor inversabile.

Atunci pentru k impar obtinem S? = S, iar pentru k par obtinem S? = 0
(caci1+1=0).

Remarca. Modele pentru diferitele cazuri sunt

e S = 0, pentru orice inel finit de caracteristica diferita de 2 (vezi mai
sus), dar si pentru corpurile finite Fan cu n > 1 (din S = S pentru orice x
inversabil ar rezulta x = 1 daca S inversabil, deci S = 0);

e S =1, pentru inelele Booleene Z§ cu n > 1 (inclusiv corpul Fy);

e 52 = 0, dar S # 0, pentru inelul matricelor patrate triunghiular-
superioare de ordin 2, cu elemente in Fs;

e S?2=9 dar S #0si S # 1, pentru inelele Fon x Fy cu n > 1.

Problema 2. Fie G un grup cu proprietatea ca daca a,b € G si
a’b = ba?, atunci ab = ba.

(i) Daca G are 2" elemente, aratati ca G este abelian.

(ii) Dati un exemplu de grup neabelian care are proprietatea din enunt,.
Gazeta Matematica

Solutie.

(i) Pentru a € G, fie C(a) = {b: b € G si ab = ba}. Din ipoteza rezulta
c& C(a?) C C(a). Intrucat C(a) C C(a?), obtinem C(a) = C(a?), oricare ar
fi @ € G. Prin urmare, C(a) = C(a?) = --- = C(a*") = C(e) = G, oricare
ar fi a € G, adica G este abelian.
................................................................ 4 puncte
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(ii) Un exemplu de grup neabelian care are proprietatea din enunt, este
grupul multiplicativ (G, -) al matricelor de forma

b
c |, ab,c€Zs.
1

O O
O Q

Intrucat A3 = I3 oricare ar i A € G, dacd A2B = BA?, atunci avem si
A7'B = BA~! deci AB = BA.

Remarca. Orice grup finit G de ordin impar are proprietatea din enunt,
deoarece C(a?) C C(alI*t1) = C(a) C C(a?) (deci C(a) = C(a?)), oricare
ar fi a € G. Deci orice astfel de grup neabelian este un exemplu pentru (ii).

Problema 3. Fie a < ¢ < b trei numere reale si f : [a,b] — R o functie
continua In c¢. Aratati cd daca f are primitive pe fiecare dintre intervalele
[a,c) si (c,b], atunci f are primitive pe intervalul [a, b].

s

Solutie. Functia f are primitive pe intervalul [a, b] daca si numai daca
functia ¢ = f + 1 — f(c) are primitive pe [a,b]. Deci putem presupune ca
f(e) = 1. Intrucit f este continui in ¢, existii [a, 3] C [a,b], astfel incat
c€ (a,p)si0< f(z) <2, oricare ar fi z € [a, f].

Fie F,, respectiv Fp, o primitiva a lui f pe intervalul [a,c), respectiv
(¢,b]. Intrucat F, si Fj sunt crescatoare pe intervalele [« ¢), respectiv (¢, 5],
rezulta ca limitele lim F,(x) = p si lim F(z) = ¢ exista si sunt finite, caci

r—cC r—cC
F, si F, sunt marginite pe aceste intervale (de exemplu, pentru = € (a,c),
avem F,(x)—Fy(a) = f(€) pentru un anume £ € (o, z), dar f este marginita

pe [o, 2] C [ev, B]).
................................................................ 3 puncte

Functia F' : [a,b] — R, F(z) = F,(x) pentru = € [a,c), F(c) = p ¢
F(z) = Fp(x) + p — ¢ pentru z € (c,b], este o primitiva a lui f pe [a, b].
................................................................ 2 puncte

Problema 4. Fie f:[0,1] — R o functie derivabila, astfel incat
1

£(0) = f(1), / f(z)dz =0si f'(x) # 1, oricare ar fi z € [0, 1].
0

(i) Demonstrati ca functia g : [0,1] — R data prin g(z) = f(z) — = este
strict descrescatoare.

(ii) Aratati ca pentru orice numar intreg n > 1 avem

n—1
19
k=0 "

<1
5"
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Solutia 1. (i) Deoarece f’ (ca functie derivata) are proprietatea valorii
intermediare (Darboux), rezulta ca f’(z) < 1, oricare ar fi x € [0, 1], sau
f'(x) > 1, oricare ar fi z € [0, 1]. Conform teoremei lui Rolle, existd insa un
punct ¢ € (0,1), astfel incat f’(¢) = 0. Deci f'(x) < 1, oricare ar fi z € [0, 1].
Fie g: [0,1] = R, g(z) = f(x) — 2. Cum ¢'(x) = f'(x) — 1 < 0, oricare ar fi
x € [0, 1], rezulta ca g este strict descrescatoare.

1
salg) < /0 g(x) dz < Sa(g),

unde sa(g) si Sa(g) sunt sumele Darboux inferioara, respectiv superioara
ale lui g pentru diviziunea A = {0,1/n,...,(n —1)/n, 1}, rezulta

()5 < [ () -1

................................................................ 4 puncte
1
Cum f(0) = f(1) si / f(z)dz = 0, obtinem
0
=k n —|— 1 n -1
JORS S WIGEES
k=0
de unde rezulta inegalitatea din enunt
................................................................ 2 puncte

(ii) Fie G : [0,1] — R, G(x) = F(x) — %, unde F este o primitiva a lui
f. Functia G'(z) = f(z) — x este strict descrescitoare, deoarece derivata sa
G"(xz) = f'(x) — 1 <0, oricare ar fi € [0, 1].

Din teorema lui Lagrange, aplicata functiei G pe intervalul [k %}

k=0,. — 1, rezulta ca

f<k:—|—1>_k:+1<n<F<k+1>_F<k)_2k¢+1>
n n n n 2n?
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Prin sumarea acestor inegalitati obtinem

z‘: <k;+1) n—2{—1<n<F(1) ><Zf() n—l‘

Remarca. Concluzia ramane adevarata, atat pentru f(0)
atunci cand conditiile f(0) = f(1) si f'(z) # 1, oricare ar fi x
inlocuite prin conditia |f'(z)| < 1, oricare ar i x € [0, 1].
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