Ministerul Educatiei, Cercetarii i Tineretului
Societatea de Stiinte Matematice din Romania

Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa finala — Timisoara, 30 aprilie 2008

CLASA A XII-A
Subiectul 1. Fie a > 0 si functia f : [0,00) — [0, a], continua pe (0, c0)
si cu proprietatea lui Darboux pe [0,00). Sa se arate ca, daca f(0) = 0 si
/ f(t)dt, oricare ar fi x € [0, 00),
atunci f are primitive pe [0, 00).

Subiectul 2. Se considera functia f : [0, 1] — R, derivabila, cu derivata
f’ continua pe [0, 1]. Sa se arate ca, daca f(1/2) = 0, atunci

/01 (f(2)) dz > 12 (/01 f(x)dx)

Subiectul 3. Fie A un inel finit cu n elemente, cu proprietatea ca ecuatia
x™ =1 are solutie unica, z = 1. Sa se arate ca:

2

(a) 0 este unicul element nilpotent al inelului A;

(b) existd k € N, k > 2, astfel incat ecuatia 2% = x are n solutii in A.

(x € A este nilpotent daca exista m € N* astfel incat 2 = 0.)

Subiectul 4. Fie G multimea grupurilor finite cu cel putin doua elemente.
(a) Sa se arate ca, daca G € G, atunci

|End(G)| < ¥/nn,

unde |End(G)| este numarul endomorfismelor lui G, n = n(G) este numarul
elementelor lui G, iar p = p(G) este cel mai mare divizor prim al lui n.

(b) Sa se determine grupurile din G pentru care inegalitatea de la punctul
(a) este egalitate.

Timp de lucru: 3 ore
Toate subiectele sunt obligatorii.
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CLASA A XII-A - SOLUTII

Subiectul 1. Intrucat f este continud pe intervalul (0,00) si marginita,
rezultd ca f este integrabila pe intervalul [0, x|, oricare ar fi z > 0. Prin

urmare, functia F : [0,00) — R,

Fa) = / " pna,

este derivabila pe intervalul (0, 00) si F'(z) = f(x),
oricare ar fix > 0. ... . 2 puncte

Deoarece (F( >>' f(z) — F(z)
sy e — e

x
oricare ar fi > 0, rezulta ca functia g : (0,00) — R, g(x) = F(x)/z, este
crescatoare, deci exista 31611)1(1)(}7’(95) Jr) =L o 2 puncte
Intrucat f are proprietatea lui Darboux pe intervalul [0, 00), exista un sir
(an), an >0, a, — 0si fla,) — f(0)=0. ..., 1 punct
Deoarece f(a,) > F(ayn)/a, > 0, rezulta ca lim (F(ay)/a,) = 0, deci £ = 0.
Obtinem lim ((F(x) — F(0))/a = 0, deci F(0) = 0 = £(0). Prin urmare, F

este o primitiva a lui f pe intervalul [0,00). ...................... 2 puncte



Subiectul 2. Conform inegalitatii Cauchy-Schwarz,

( [ xff@dx)z . ( [ d> ( /Olﬁff@))zdx)

1 [

=51/ (@ya

(/ /12<1 - :v)f’(af)dx)2 <(f /12<1 ~opae) ([ /12(f’(:v)>2dx>

1 1

= — (ff(2))dz, oo 2 puncte

de unde

o ( /O ¥ f’(x))Qd:z:) > ( /0 " f’(x)d:c) 2+( /1 /12(1—1;) f’(x)dx)Q. 1 punct

Integrand prin parti i folosind conditia f(1/2) = 0, obtinem

1/2 1/2 1 1
/ rf'(z)de=— (x)dz s / (1—2)f'(z)dz= f(z)dx. ... 1 punct
0 0 1/2 1/2

Rezulta ca

i ( / 1(f/(x))2dx) > < 01/2f<$>dx>2 " ( 1/12f(x>dx>
(/01/2f(x)dx + 1/12f(f’3)d$)2
(/01 f($)dx)2>

de unde inegalitatea din enunt. ............ ... ... . L. 3 puncte
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Subiectul 3. (a) Sa presupunem (prin absurd) ca exista x € A* nilpo-
tent. Fie m € N* cel mai mic intreg cu proprietatea 2™ = 0. Deoarece
x # 0, rezulta m > 2. Fie y = 2™71, deci y # 0. Atunci y? = 2m2™ 2 = 0.
Dar (1 —y)" =1 —ny =1, deci 1 —y = 1 din ipoteza, adicd y = 0 —
contradictie. . ... 3 puncte

(b) Daca A = {x1,xs,...,T,}, atunci
{(x%, 25, aF) keNTFTCAxAx- - x A

rn

2



Deoarece multimea A x A x - - - X A este finita, rezulta ca exista m < k, astfel

incat ¥ = 2™, oricare ar fi + € A. Fie m € N* minim, pentru care exista

k > m astfel incat 2% = 2™, oricare ar iz € A. .................. 2 puncte
Daca m > 2, atunci (zF71 —am=1)2 = g2=2 gk~ lgm-1 4 g2m=2 — 9p2m=2
22%m=2 = 0. Conform punctului (a), obtinem 2*~! = 2™~1 oricare ar fi

x € A — contradictie. Deci m = 1 si ¥ = «, oricare ar fi z € A. (in parti-
cular, din ultima relatie rezulta ca A este comutativ — conform teoremei lui

JacobSONL.) .. 2 puncte

Subiectul 4. (a) Fie a € G un element de ordinul p si H = (a) =
{e,a,...,aP"'}. Notam cu I = {zy,79,...,7;}, unde z; = a, un sistem
complet de reprezentanti ai relatiei de echivalenta pe G: x este echivalent
cu y modulo H dacd 'y € H. Intrucat |z;H| = p, rezulta ca n = kp,
deci k = n/p. Orice endomorfism este perfect determinat de valorile sale pe
I: daca x € z4H, atunci x = zza’, deci f(x) = f(xs)f(a)’. Prin urmare,
End(G)| < |G| =n™P = ¥nn .o 3 puncte

(b) Egalitatea are loc dacid |[End(G)| = |G!|, deci dacd orice functie
f 1 — G se extinde (ca la punctul (a)) la un endomorfism al lui G.
Fie b € G. Deoarece exista f € End(G) astfel incat f(a) = b, rezulta ca
b’ = f(a?) = f(e) = e, deci 2P = e, oricare ar fi x € G. Conform teoremei lui
Cauchy, n = p*, a € N*. De asemenea, daca =,y ¢ H sunt doua elemente
neechivalente modulo H, atunci oricare ar fi u,v € G, exista f € End(G)
astfel incat f(z) =usi f(y) =v. Daca a = 1, atunci |G| =p§i G = (Z,, +).
In acest caz, egalitatea are loc, deoarece |[End(Z,,+)| = p = ¢/pP. Daci
a > 2, atunci |I| = p*~! > 2. Deoarece x," ¢ H, dacd x5, ¢ x,H, atunci
ar exista f € End(G) astfel incat f(xy) = e si f(ry') = a — contradictie.
Deci ;' € x5H, de unde 22 € H. Pentru p impar, p = 2m + 1, am obtine
o contradictie: 25! = (22)™ € H. Deci p = 2. In particular, 2% = e, oricare
ar fi z € G, i.e. G este abelian. Dacd a > 3, atunci |I| > 22 = 4. Deoarece
Toxsz nu apartine niciuneia dintre clasele H, xoH, x3H, rezulta ca exista

f € End(Q) astfel incat f(z2) = f(x3) = e si f(xaxs) = a — contradictie.



Prin urmare, a = 2, |G| = 4 5i 2% = e, oricare ar fi z € G, i.e. G este izomorf
cu grupul K = {e,a,b,ab} al lui Klein. Orice functie f : {a,b} — K se ex-
tinde la un unic endomorfism, deci |End(K)| = 16 = v/4% i inegalitatea de
la punctul (a) este egalitate. Prin urmare, grupurile cautate sunt grupurile

aditive Z,, p prim, si grupul K al lui Klein. ...................... 4 puncte
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