Ministerul Educatiei, Cercetarii i Tineretului
Societatea de Stiinte Matematice din Romania

Olimpiada Nationala de Matematica

Etapa finala — Timisoara, 30 aprilie 2008

CLASA A XI-A

Subiectul 1. Fie f : (0,00) — R o functie continua, cu proprietatea ca
pentru orice = € (0, 00) sirul (f(nz)),en+ este crescator.
Demonstrati ca f este crescatoare.

Subiectul 2. Demonstrati ca o matrice inversabila A € M, (C) are
proprietatea A~! = A, daca si numai daci existd o matrice inversabila B €
M., (C) astfel incat A = B! - B.

Subiectul 3. Fie f : R — R o functie de doua ori derivabila pe R pentru
care exista ¢ € R astfel incat

b) —
M # f'(c), oricare ar fi a,b € R, a # b.
—a
Demonstrati ca f”(c) = 0.
Subiectul 4. Fie A € M,,(R) o matrice antisimetrica (Vi, j, a;;+a;; = 0).
Demonstrati ca pentru orice z,y € [0, 00) are loc inegalitatea:

det(A + z1I,) - det(A + yI,,) > det(A + /zyl,)>.

Timp de lucru: 3 ore
Toate subiectele sunt obligatorii.
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CLASA A XI-A - SOLUTII

Subiectul 1. Fie z,y € Qf cu x < y, atunci exista m,n € N* cu

2 sy = 7. Din enunt, sirul (f(n - %))neN*

m<mnsgpe N astfelcax:?
este crescator, de unde f(x) < f(y) si In consecinta f este crescatoare

pe Q. 3 puncte

Pentru z,y € (0,00) cu « < y exista girurile (r,)nen+, (7),)nen+ din Q%

astfel incat ¢ <r, <7, <ysi limr, =z, imr, =y. ........... 2 puncte
n—oo n—oo

Cum f este crescatoare pe Q7 si continua pe RY deducem ca f(x) < f(y)

ceea ce implica monotonia functiei pe RY. ........................ 2 puncte

Subiectul 2. Daci A = B! - B atunci

deci A7l = AL 2 puncte
Dacd A~! = A vom ciuta matricea B de forma B = a - A+ 3 - I,,,

Q, B € G 1 punct
Avem

A=B ' BeB-A=B&(a-A+p-1L)- A=a-A+5-1,
sa-AA+p-A=a-A+3-I,ea-I,+0-A=a-A+3-1,.



Alegem 3 = @ si egalitatea este verificata pentru B = aA + @l,,
€ G 2 puncte

Sa punem conditia ca B sa fie inversabila. Pentru a # 0, avem:

det B = det(aA + al,,) = o™ det (Z+ gIn> :
a

Daca radacinile polinomului caracteristic f4(2) = det(zl, — A) sunt
21,22, ..., 2n, alegem o € C* astfel ca 2 € C\ {—2z1, —2,..., —2,} i atunci
det B # 0, deci B este inversabila. ........... .. .. ... 2 puncte

Subiectul 3. Din w # f'(c) pentru orice a,b € R cu a # b
deducem ca functia ¢ : R — R, g(x) = f(z) — x - f'(c) este
INJECHIVA. o 3 puncte

Injectivitatea functiei g conduce la stricta monotonie a acestei functii, de
unde ¢'(z) > 0, Vo € R sau ¢'(z) <0, Vx € R, adica f'(x) > f'(c), Vx € R
sau f'(z) < fl(e), Ve € R oo 2 puncte

In consecinta ¢ este punct de extrem (global) al functiei f' din interiorul
domeniului de definitie i  atunci, via teorema lui Fermat

F ) = 00 2 puncte

Subiectul 4. Fie P(x) = det(A + zI,) = 2" + @p_12" 1 + ap_o2™ 2 +
e det Al 1 punct
Coeficientii aj reprezinta suma minorilor diagonali de ordin k ai
matricel A, ... 1 punct

deci determinanti ai unor matrice antisimetrice. Rezulta ca a; > 0, pentru

10 e P 3 puncte
Cu inegalitatea Cauchy—Buniakovski-Schwarz, P(z) - P(y) > P(\/7y))?,
oricare ar fi z,y > 0. ... 2 puncte
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