Ministerul Educatiei, Cercetarii i Tineretului
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Olimpiada Nationala de Matematica

Etapa finala — Timisoara, 30 aprilie 2008

CLASA A X-A

Subiectul 1. Fie triunghiul ABC si punctele D € (BC), E € (CA),
F € (AB), astfel incat
BD CE AF
DC EA FB’
Demonstrati ca, daca centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor DEF
si ABC' coincid, atunci triunghiul ABC este echilateral.

Subiectul 2. Fie a, b, ¢ trei numere complexe, astfel incat
albe| 4 blca| + c|ab| = 0.
Demonstrati ca

[(a —b)(b— ¢)(c — a)| > 3V/3|abe].

Subiectul 3. Fie A = {1,2,3,...,2008}. Vom spune ca o multime este de
tip 7, r € {0, 1,2}, daca este o submultime nevida a lui A gi suma elementelor
sale da restul r la impartirea cu 3. Notam cu X,., r € {0, 1,2} clasa multimilor
de tip r.

Determinati care dintre clasele X,., r € {0, 1,2}, este cea mai numeroasa.

Subiectul 4. Consideram propozitia p(n) : (n?+1)|n!, n € N. Demon-
strati ca multimile

A= {n e N|p(n) este adevarata} si F' = {n € N | p(n) este falsa}

sunt infinite.

Timp de lucru: 3 ore
Toate subiectele sunt obligatorii.
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CLASA A X-A - SOLUTII

Subiectul 1. Consideram un reper in planul complex, cu originea in
centrul cercului circumscris triunghiului ABC' gi notam cu litere mici afixele
punctelor. Daca g—g =k, atunci d = % si analoagele. ........... 2 puncte

Pentru ca triunghiul DEF sa aiba acelasi centru al cercului circumscris
ca si AABC este necesar ca |d| = |e| = |f|, adica dd = eé = ff. ..2 puncte

Tinand cont ca aa = bb = c¢, aceasta revine la ab+ba = acé+ca = be+cb,

echivalent cu |a — b|*> = |a — c|* = |b — ¢|?, de unde concluzia ..... 3 puncte

Subiectul 2. Daca unul dintre numere este nul, atunci concluzia este
eVIdENta . ... 1 punct
In caz contrar, impartind cu labc| si notand «a = ﬁ, b = %, v = ﬁ,
ipoteza devine a + + v =034l |a] = |B] = |y| = 1. Se stie ca, in acest caz,
diferentele dintre argumentele numerelor «, 3,y sunt j:%” ........ 3 puncte
Folosind teorema cosinusului rezula |a — 0|2 = |a|® + |b|*> + |a| |b] > 3|a] |b|
si  analoagele, iar prin inmultirea acestor inegalitati rezulta

CONCIUZIA ... 3 puncte

Subiectul 3. Adaugam la X si multimea vida si notam cu X,.,, clasele
analoage celor din enunt, obtinute considerand submultimi ale multimii

{1,2,...,n}. Pentru n € N* renotam numerele n + 1,n + 2,n + 3, cu a,b, ¢,



astfel incat a = 0 mod 3, b = 1 mod 3, ¢ = 2 mod 3. Observam ca Xg 43
este formata din

e multimile din X ,;

e multimile din X, la care adaugam {a}, {b,c} sau {a,b,c};

e multimile din X ,, la care adaugam {c}, sau {a, c};

e multimile din X5, la care adaugam {b}, sau {a, b}.

Rationand analog si pentru X ;43 si X9 ,43 rezulta relatiile

Xongs = 4Xo, +2X1, +2Xo,
Xinys = 2Xo, +4X1, +2X,,
X2,n+3 = 2X0,n + 2X1,n + 4X2,n .................. 4 puncte

Cum |X071| = |X171| =1 §1 |X2’1| = 0, deducem inductiv ca |XO,3n+1| =
|X1,3n+1| > |X2,3n+1|- Deoarece 2008 = 3 - 669 + 1 §l |X0| = |X072008| -1

(elimindm multimea vida), reiese ca | X;| > |Xo| > [Xao|. ..ot 3 puncte

Subiectul 4. Aratam ca, daca ludm n = 2m?, putem obtine elemente
ale multimii A, deoarece, in acest caz, n?+1 = 4m*+1 = (2m?+1)?—4m? =
(2m? — 2m + 1)(2m? + 2m + 1), factorii (2m? —2m + 1) si (2m? +2m + 1)
sunt primi intre ei iar (2m? —2m +1) <2m?. ... ... ... 2 puncte
Apoi, dacid m = 5p + 1, atunci 2m? + 2m + 1 = 5(10p* + 6p + 1), iar pentru
p # 0 mod 5, factorii 5, 10p? + 6p + 1 sunt primi intre ei si mai mici decét n.
Astfel, n? + 1|n!, pentru orice n de forma 2(5p+ 1)% ............. 2 puncte

Apoi, pentru a obtine elemente din F este suficient sa gasim un numar
prim p si n € N astfel incat p|n? + 1 si p > n. Luand un numar prim p
oarecare, dacd acesta are un multiplu de forma m? + 1 si restul impartirii lui
mlapesten, atuncin <psipn®+1.........0. L. 1 punct
Demonstram prin reducere la absurd ca multimea numerelor prime de acest
tip este infinitd. Intr-adevir, dacd ar exista doar o mulfime finitd
P = {p1,...,pn} de astfel de numere, atunci factorii primi ai numarului

(p1p2 - . -pn)* + 1 nu ar face parte din P, contradictie. ............ 2 puncte



	Olimpiada_Nationala_Timisoara_2008_subiecte_X.pdf
	Olimpiada_Nationala_Timisoara_2008_solutii_X.pdf

