Ministerul Educatiei, Cercetarii i Tineretului
Societatea de Stiinte Matematice din Romania

Olimpiada Nationala de Matematica

Etapa finala — Timisoara, 30 aprilie 2008
CLASA A IX-A

Subiectul 1. Determinati functiile f : N — N pentru care

@+ fy) = xf(x) +y,

pentru orice x,y € N.

1 1 1
Subiectul 2. a) Aratati ca > + 3 +F gon > Vn € N*.
b) Demonstrati ca pentru orice n € N* are loc inegalitatea

1 1 1
inikeN k>2: —+—+4+---4+— } 2",
mln{ e N _,2—|—3+ +k>n >

Subiectul 3. Fie n € N* gi numerele reale a;, i = 1,2,...,n cu |q;| < 1
n
sid a;=0.
i=1

n
Aratati ca > |z — a;| < n oricare ar iz € R cu |z| < 1.
i=1

Subiectul 4. Pe laturile triunghiului ABC se considera punctele Cy, Cy €
(AB), By, By € (AC), A1, Ay € (BC) astfel incat triunghiurile A, B1C; si
Ao B>y au acelasi centru de greutate.

Aratati ca multimile [A;B;] N [A2Bs], [B1C1] N [B2Cy], [C1A1] N [C2A,]

sunt nevide.

Timp de lucru: 3 ore
Toate subiectele sunt obligatorii.
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CLASA A IX-A - SOLUTII

Subiectul 1. Pentru x = 0 obtinem f(f(y)) = y pentru orice y € N ceea
ce implica surjectivitatea functiei. ........ ... ... 1 punct
Punem z = 1 in ecuatia functionala: f(1+ f(y)) = f(1) + y si pentru y
inlocuit cu f(z) deducem f(1+vy) = f(1)+y. covvrviiii ... 2 puncte
Prin inductie rezulta din ultima relatie f(n) =nf(1). ......... 2 puncte
Cum f este surjectiva obtinem f(1) = 1 (din relatia de mai sus imaginea

lui feste f()N={f(I)n|neN}). ... i, 2 puncte

Subiectul 2. a) %“‘(%—i_i) + (% + % + % + %) + * '+ (22nE1+1 + 22n}1+2+
~-—|—22in)>%—i—%—i—%%—---—l—%—j:2n-%:n,Vn€N*. ....... 2 puncte
. x . S1 1 1

b) Pentru orice n € N* multimea {k; EN, k=2 s+5+-+1 > n}
este nevida (cf. a)) si, fiind formata din numere naturale, admite un minim;
fle acesta Ty, oo 1 punct

Demonstram ca x, > 2", Vn € N*, prin inductie matematica:

e Pentrun =1, avem: 5 +3 <1si 343+ 1>1, deciz =4>2"

e Presupunem ca x, > 2" pentru un n > 1.

Deoarece x,, > 2", rezulta % + % 4+ 4 2% <n.

1 1 1 on
Cum s+ ms+ -+ <zpg

%+%+~-+2n%<n+1,deundexn+1>2”+1. ................. 4 puncte

< 1, Vn > 2, prin adunare obtinem



Subiectul 3. Putem presupuneca ap=—-1<a; <a, <---<a, <1=

S 1 punct

Deoarece |$| <1, exista k € {1 2,...,n} astfel incat ar, <z < ag41. Atunci

E(z) = Z|x—az|—kx—2az—l— Z aj—(n—FKz. ... 2 puncte
j=k+1

Dar 2k § n, avem

k k

Daca 14+ < 0,iar 2> (v —a;) < 2> (1 +x) = 2k(1 + z), deci E(z) <

i=1 i=1

n—(n—2k)(1+2z) <n. oo 2 puncte
Analog se procedeaza daca 2k > n:

n

E(m):nx+22(aj—x)—n—< (1—2x) —22 )

j=k+1 j=k+1

Se observa de altfel ca F(—1) = E(1) =n.

Solutie alternativa. Se poate verifica usor ca E(x) este o “parabola”
convexa, liniara pe bucati, astfel incat maximul se obtine la extreme, unde

BE(-1) = E(1) = n.

Subiectul 4. Deoarece AA;B,C si AA3B>C5 au acelasi centru de greu-

tate, rezulta

-

AlAQ + BlBg + 0102 =0. ... 1 punct

Cum Al,AQ € (BC) Bl,32 € (C’A) 01,02 € (AB), existd a, 3,7 € R
—_—

astfel Incat A AQ = aBC’ 3132 BC’A 6’102 fyAB ............ 1 punct

Obtinem aBC’ + ﬁC’A + ’yAB = O & aBC + ﬁCA fy(BC + C’A)
0 < (a— ”y)BC’ (vy— ﬁ)CA Dar vectorii BC’ si CA sunt necoliniari, deci
(%) =0 =9 2 puncte

Presupunem ca C; € (AC;). Din relatia (%) rezulta: A; € (BAj) si

€ (CBy), de unde obtinem concluzia. ......................... 2 puncte
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